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1 SCHREIBWEISEN

A = . . = (aij)i.=1,..n
a a j=1,..m

nl’ *°°r n

mit m Spalten und n Zeilen wird als (m X n)-Matrix
bezeichnet. Die Menge aller (m x n)-Matrizen mit reell-
wertigen Matrizenelementen wird mit dem Symbol

Mat . (R)

versehen. Die Matrix

- —

8117 81 recer8ng

8127 8gp reesr8py

A =1]. . . = (az.
. ]l:l..
: J

a a
("1

ist eine (n x m)-Matrix und wird als die Transponierte
von A bezeichnet.

,...,a

m’ “2m mn. |

Es gilt
(1.1.1) Ate_Matnxm (R)
(1.1.2) (A + B)T = a®t + Bt (A,Bg Mat_ _(R) )
(1.1.3) Fir AcMat__(R), BeMat  (R): (aB)t = Bt.at

(1.2) Vektoren werden stets als Spaltenvektoren geschrieben:

1
Y= |-
%n
Die Menge aller n-komponentigen Vektoren wird mit R"
bezeichnet.

Sindq,@emn, so heiBt

n
<> 1Z=1 XY
das Skalarprodukt wvon z( und '@ .




Istz(_emn und WE m’ so heiBt

[(¢rH]:= (xiyj)i=1,..n € Mat .. (R)
j=1,..m
das dyadische Produkt von y und ¥ .

Die beiden Produkte induzieren also bilineare stige
Abbildungén

<,>: R x g™ ——> R

[,1: R®* x R —> Mat___(R)

mxn
Es gilt:
(1.2.1) <y, >= qt.ﬂ
(1.2.2) (¢, 91= ¢ -4

(1.3) Die Spur einer Matrix

Ist AE&Matnxn(R), so setzt man:

n
Spur (A) := > a. .
i=1

Ist AEaMatmxn(R), so gilt

(1.3.1.1) A'A€Mat_, (R) und AA"E Mat_, (R)

(1.3.1.2) AA und AAt sind symmetrisch (d.h. (AtA)t = AtA))

(1.3.1.3) |"A”e:=\/Spur (A®A) ist eine Norm auf Mat__ (R)
Sie wird als die euklidische Matrixnorm bezeichnet.

Ist AeMatnxn(R), so gilt
(1.3.2.1) Spur(A) = Spur (AY)

(1.3.2.2) Spur (A + aB) = Spur (A) + a Spur (B) (BeMat _ (R) )
d.g. die Spur ist eine lineare Operation>\@dk)



Ist’c(E]Rn ,xge]gm, so gilt
(1.3.3.1) Spur ([Y,%]) = <Y, W

(1.3.3.2) D, Spur ([¢,%]) =1 wobei Dq die Ableitung nach
der ersten Variablen (also
) bedeuten soll.
(1.3.3.3) D Spur (lg,yl) = 2Y wobei D die Ableitung nach
der einzigen Variablen (also
‘Q) bedeuten soll.

(1.4) Eigenwerte und Eigenvektoren von symmetrischen Matrizen

(1.4.1) Ist A eine quadratische Matrix aus MAT . (R), A e 0 und

zgemny # 0, so heift A Eigenwert zum Eigenvektor 7o ,
wenn gilt

Aze = Aq
Die Menge der LOsungen Z(emn von
(A -Npy y=26

ist ein linearer Raum und heiBt Eigenraum X zum Eigen-
wert A .Seine Dimension heifB3it die (geometrische) Vielfach-
heit des Eigenwertes A

(1.4.2) Satz: Ist A eine symmetrische Matrix, so sind alle
Eigenwerte von A reell und A besitzt eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren.

Beweis: siehe LANG, Seite 378

(1.4.3) Satz: Ist FEMatmxn(R), so gilt

(1.4.3.1) Alle Eigenwerte von FtF und FFt sind nichtne-
gativ.

(1.4.3.2) > 0 ist genau dann Eigenwert von FtF der
Vielfachheit k, wenn M\ auch Eigenwert von FFt
der gleichen Vielfachheit k ist.

Ist Eigenvektor von F'F zum Eigenwert A ,
so ist Fy Eigenvektor von FFt.

Beweis:

(1.4.3.1) F'F ist positiv semi_definit,’ denn istzfemn
beliebig, so gilt

wt(FtF)q= (Fw)t(Fq) 2 0.

Positiv semi-definite Matrizen vom Rang m (=n)
besitzen aber nach einem bekannten Satz (siehe
LANCASTER, Seite 94) m positive Eigenwerte und
die Null als Eigenwert der Vielfachheit (n-M).

1) nach Definition bedeutet dies: fiir alle e R™ gilt ¢t ( FLF) ¢ z 0.



(1.4.3.2) Angenommen 9 = O ist Eigenwert von Ft

Eigenvektor = O:

CFYFy =2 (¥
= (FFY) (Fp ) = A (Fp )

F zum

Da N# O gilt, ist auch F #* 6, denn andern-
falls ware (x) unmdglich. Demnach ist F ¢
Eigenvektor von FFtzum Eigenwert ).

zur Ubereinstimmung der Vielfachheiten:
Angenommen >0 ist Eigenwert von FtF mit der
Vielfachheit m =2 1. Eine Basis des Eigenraumes

e - . n .
v dim FOEY —iwﬂ“)\ X sei { LSRN b
o FOX9cx™ L Ist ¥ der Eigenraum von FFC zum Eigenwert ),
( M e /' so wird ¥ durch {Fyi,..Fwn}aufgespannt. Sind

. e (! die F¥;i linear unabhangig, so bilden sie eine
i KT = dlawm ' Basis des Eigenraumes und damit wdre alles ge-

¢ dom (1) | zeigt.
|
M Fl(\(m) \ i
- ditm, | Angenommen, es gilt
< awm X° \.

) ol i W™ = i KT

n
2 x;F¥; =0
i=1
n t n
= 2 T T S Z.lmifA ¥ =
l= l=

n
=N2_ X;¥; =0
i=1

Da die {€¥q re-- n}eine Basis von Xn sind und
als solche linear unabhdngig sind, miissen alle
olL; verschwinden, d.h. die F ?ei sind ebenfalls

linear unabhangig. l



2 DER APPROXIMATIONSSATZ

Im Folgenden wird noch die euklidische Vektornorm

lel:=  V<v,2>

benutzt. Sie ist zur I?uklidischen Matrixnorm “passend”, d.h.
es gilt fiir alle Y¢R" und jede matrix A® Matpyn(R):

Il2el = alle Tl

Approximationssatz

Es sei FcMat (R), m 2 n und k £ n und
mxn

. @mE s r; Fo (v ol kk._Fiii
k* (R"XR™) 7 k(v 1’7 """E 1’7 ):= _i=1 [‘(:’y]

2
e
Der Rang der Matrizen F'F und FFt sei 1 (1 2 k) und

) F und

FFE. Sie seien der GréBe nach sortiert: C\l 2 Az 2 ... §'A1
t

1,...,%1 die nichtverschwindenden Eigenwerte von Ft

Die Eigenrdaume von F'F bzw. FF

&* 0 pzw. Xm bezeichnet,
1 1

zum Eigenwert 7. werden mit
i

Dann gilt:

(2.1.1) Q?k nimmt sein absolutes Minimum an und es gilt

k
. Fo— — 2
min Ty = [leflS- 30y
i=1
. ~ . 1 1 k k .
(2.2.2) Nimmt Jx @an einer Stelle (Y AN AR ) sein

Minimum an, so gilt:
?tig N ’yléaflz
o B e B

1

fir i=1,..k

(2.2.3) Ist ¥" c® ] fir i=1,..k mit [%*|= 1, so nimmt F
sein Minimum an der Stelle (vlJ?W%...'Ek,FEk) an.
(2.2.4) ;st 1:;1 € }@T fiir i=1,..k mit ||,91||= 1, so nimmt F

sein Minimum an der Stelle (Fty% 71,...Ft7k,7k) an.

A



Beweis: Der Beweis gliedert sich in fiinf Abschnitte:

(1) Man kann ohne Einschrdnkung annehmen, daB allel@
paarweise orthonormal sind, d.h. daB gilt

<Y Y5> —6
(2) Umformung des Ausdrucks von 33 in eine einfacher zu handha-
bende Form.

(3) Beweis der Existenz eines Minimuns
(4) Beweis von (2.2.2) und Berechnung des Minimums

(5) Beweis von (2.2.3)

Durchfiihrung

(1) (@1,91,..,Qk,@k)e(mnxmm)k sei beliebig. Wir geben ein
(Y Y reerq ) an, sodaB gilt
—~ a1l Al Ak .k — 1 1 k k
d.k("( ’ 19 r°°°l'g l‘)y ) =jk('l€ 1’9 1-01'% 1'7 )
Die Maximalzahl linear unabhdngiger Vektoren unter den

@l sei r (£ k). Dann gibt es r paarweise orthonormale
Vektoren yl, i=1l,..r und Zahlen Xij’ i=1,..k; j=1,..r

mit A r 5
w =2 %5 %
j=1
Dann gilt:
k r k
F-3>_ ptatl =F-35_35 x.. (43 “l
=T " j=1 i=1 *J e
r : k i
=F -3 [ 3%
. k .
Man setze: ﬂ3;= > xij"?)l
l=

(2) In der Folge seien die wi paarweise orthonormal:

— 1 1 k k. _ 5 k i oieX i
T (g reerp i) = lIefl2 + spur (Zi=1 b~ 1) Zi=l[1e g 1)
t <K i
- 28pur (F~ 3> [y r%1)
i=1

k . s D k .
= 2 i it J  Jt t i it
= Iz + 3___seur(qp iyl 9D - 23 jspur(Fp )



(3)

(4)

Unter Beachtung der Orthonormalitat:

2 k . .. ' .
SRS el R
l=

Existenz eines Minimums

Wir benutzen die Darstellung aus (2) und fiithren in diesem
Schritt keine Indizes mit, da sie fir die Rechnung ohne
Belang sind:

I - SZ ez el + STiiel® gl - 21 <%, 9>

v

e 2« S=el® i - 2 =5l

v

e lle + el -I91° -2 | = [le -lIel -9l

v

F 12+ 3= Cliel-Igl - 2 = > Il -9

Demnach gilt fiir alle 7 und % mit [yllylz I Fll:Fy 2|IFII2

Das Komplement dieser Menge ist beschrankt und abgeschlossen,
also kompakt. Das Funktional ist stetig differenzierbar, d.h.
es nimmt auf dem Kompaktum sein Minimum an.

Da das betrachtete Funktional stetig differenzierbar ist,

ist - i
df /0

0

~ i_

0F /0% T =0
notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums.
Man rechnet aus:

é?k/ ézgi 2-<«9i,1ﬂi>.(i— 2 ani

2<npt, iyt - 2 FEP

0F s dmt
Nullsetzen gibt:
(4.1) Fwi =<wif@gyi
(4.2)  FEpt o= <t pisyt
i i

1

also Y >'1. Fyi

i
AR
Wi oot et >-1.F1€'



Setzt man dies in (4.1) bzw. (4.2) ein, erhdlt man die
Eigenwertgleichungen

H
H

KR
I

<Yi’,€i>.<viﬂvi> ol

Firy & <Yi’,€i>.<viﬂvi> .

Damit ist die Aussage von (2.2.2) bewiesen. Aus (4.2)
liest man noch ab:

t i i i i i i
<SF YT, 07> = <v, >e <m .M >
Setzt man diesen Ausdruck in die Darstellung vonéfi aus
(2) ein, so erhdlt man:

1 1 k k
14

k . . . .
2
Fl h e ) = Fe-Ei_l<'gl,’€l>-<nylmpl>

d.h. alle Stellen, die die notwendige Bedingung erfiillen,
liefern den gleichen Funktionalwert, d.h. sind alle auch
absolute Minima.

(5) Es liege die Situation von (2.2.3) vor. Die Indizes werden
wieder weggelassen:
Man hat zu zeigen, daB gilt
t 2 t |2 t 2
Frpe ™ und |[l¢f“- [F5pll = = [ FEq | © =2

Ersteres ist eine direkte Konsequenz von (1.4.3.2), letzteres
rechnet man nach:

IEtp) 2 = <kt ,Fty> = <FFty,p> = <Qump>

= 2 ‘

hier einfiigen:

statistische Interpretation; Faktorenanalyse

Literatur: MOORE, DAVIS, LORENZ

Berechnungsmethoden fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren:
z.B. JACOBI-Verfahren (jedes Numerik-Buch)

Der Begriff EO-Funktion



3 SCALES

Natiirliche Orthogonalfunktionen definieren offenbar i.A.

- ebenso wie die anderen in Spektralmodellen benutzten Ansatz-
funktionen - einen Scale. Dabei soll das Wort "Scale" zunachst
nur qualitativ verstanden werden, in etwa so:

grofBraumiger Scale: Gesamtschwankung gering, wenige Extrem-
werte, die zudem gleichmdBig verteilt sind

kleinrdumiger Scale: Gesamtschwankung grof3, viele gleichmédBig
verteilte Extremwerte.

Tatsdchlich konnen auch EO-Funktionen auftreten, die keinen

Scale definieren: bei sehr unregelmaBiger Verteilung des Extrem-
werte.

Auf den folgenden beiden Seiten sind beispielhaft EO-Funktionen
von zwei Autoren abgebildet.



Darstellung der ersten 8 EO-Funktionen einer Untersuchung
von LORENZ (1959)

Fig. 2. Maps of the empirical orthogonal functions of space, Y1,---,Y8. Isopleths are, drawn
at intervals of 0.1 unit. The zero isopleths are labelled. The units are chosen so that
the sum of the squares of a function, at the 64 stations is 1.

10



Zwei Orthogonalfunktionen von TRINKL (MPI Met. Hamb.)

Die obere gehdOrt zum zweitgroBten Eigenwert, die untere zum
30. Eigenwert. Die Punkte sind auf einem Kreis angeordnet,
sodaB3 die Funktionen periodisch fortgesetzt werden konnen.
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SPEKTRALMODELLE

Unter einem Spektralmodell (synonym: RITZ-Verfahren) soll
verstanden werden:

Die Approximation der Losung O einer Vorhersagegleichung
durch Linearkombination endlich vieler paarweise ortho-
normaler “Ansatzfunktionen” @ :

k
o (x,t) =5 ai(t)-?i(x)

i=1

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks erhdlt man dann eine gewdhn-
liche Differentialgleichung der Form

ai(t) = algebraischer Ausdruck in (aj)j=1,.k

Diese gewdhnliche Differentialgleichung 1l0st man dann exakt
oder durch Diskretisierung.

Entscheidend ist nun die Auswahl der “Ansatzfunktionen”. Hier
gibt es zwei grundsadtzlich verschiedene Zugange:

(1) Kontinuierlicher Zugang

(2)

Bekanntlich gilt der Satz (s. COURANT-HILBERT, S. 265):

Ist G stiickweise glattes Gebiet und L(u) ein in G definierter
sich selbst adjungierter linearer Differentialausdruck, so
besitzt L(u) ein abzahlbares vollstandiges Orthonormalsystem
aus Eigenvektoren und jede Funktion w, filir die 1l(w) stetig
ist, laBt sich gleichmaBig und absolut nach diesen Eigen-
funktionen entwickeln.

Demnach ist es verniinftig, sich einen geeigneten
Differentialausdruck zu suchen und dessen Eigenfunktionen
zu bestimmen. So kommt man zu den trigonometrischen Funk-
tionen, zu den Kugelfladchenfunktionen und zu den Hough-
Funktionen.

Diskreter Zugang

Man arbeitet mit Funktionen, die nur in einigen
Gitterpunkten definiert sind, also mit Vektoren. Die in

der Vorhersagegleichung auftretenden rdumlichen Ableitungen
werden durch Differenzenquotienten ersetzt.

Als Beispiele sind hier die EOF-Funktionen zu nennen oder
die Eigenfunktionen, die aus den diskretisierten
Differentialausdriicken aus (1) entstehen. Letzteres

konnte insbesondere bei unerfreulich berandeten Gebieten
gliinstig sein. Diese Methode wurde von SIMONS vorgeschlagen
und scheint bislang noch nicht zu Einsatz gekommen zu sein.

12



4 DAS RINNE-KURHILA-~-EOF-Modell

2. THE EMPIRICAL HORIZONTAL ORTITOGONAL FUNCTIONS .

The EOI’s used in this study have been determined from a sample of analyses of the
height of the 500mb surface, consisting of a total of 228 analyses distributed over 4 years.
A height ficld, z, can be presented as follows:

57
2(iy j, ) = zm(i, j) + };l C(0 S0y E : : ¢))

2
e s

where d, j are grid indices, ¢ refers to time and z is the mean ficld of the basic sample
vescribed above. The functions f, are orthogonal in the arca shown in Fig. 1:
ST R i 1if ve= g
Y SN YAGL ) =
T

0,ifl v p

Here dA(7, j) is the clement of area associated with the grid-point (7, j). The residual of
serics (1), the terms v > 57, include much of the analysis noise. For the cocflicients C,

c(n) = g; [zG,j, 1) = zm(i, ]S .G YA, J)

holds true. For more details see Rinne (1972).

3. THE MODFL

The model equation is similar to that used by Ellsaesser (1966),

0z . .
'(Vz—q)5= J(%V2z+f,Z> : : : @

v

where z is the hmmu of Lhc 500mb surface, f”is the Coriolis p"uamc(cr Jo = f"at 69°N and
g =075 x 107 %n
The spectral version of the model is derived by replacing z from Eq. (1) in Eq. (2) and
by multiplying both sides of Eq. (2) with the operator
% X100 J) dAG )
J

resulting in

37 ac, ocC 51 57
Zav“a -—q—é———b+}4cvucﬂ+z Xod L€ Cx v=1, i, 55 ©)
p=1 t t p=1 A=1

Here

Cy = ; %, 1.3, J)[ (—%szv(i,j), zm(i, j)) +
J ( I v2am(i, j) + 1, £, jﬁ] dA, j) “
% )

)ﬁ, )“f(l NJ (/ VLG ) G J)) dAi, j)

. aC, e . 5 : =
The tendencies e are solved by multiplying both sides of Eq. (3) by the matrix (A-¢3)~"
o

where the elements of the matrix A are (a,,) and Iis the unit matrix, Thus the final spectral
model will be of ”IL form

ac 787 E
-€”~'-' a L /‘.ix “n i 2, }_; I’«/l)c (’J.; VaF l' e '.57‘ g % (5)
K1 A

13
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- 2
Figure4. The analyzis 16 Oct. 1970, 000MT (500mb). Scme centres are labelied and a trough axis is marked

‘with 2 broken line. The initial analysis is the routine objective analysis issued by the Finnish Meteorological
Institute. here it is presented with the aid of 57 EOFs. The verification parameters in section 11 have besn

computed over the smaller area.
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