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VORBEMERKUNG

Seit dem Experiment von PHILLIPS (1959) ist bekannt, daB

bei der Simulation des Verhaltens der Atmosphdre mithilfe

von Differenzenapproximationen zur Sicherstellung der
Stabilitat diejenigen kleinskaligen Prozesses, deren Scale

an der Untergrenze ,der Auflosungsfahigkeit des Modells liegt,
gedampft oder ganz herausgenommen ,werden miissen. Dies liegt
zum einen am "aliasing"-Effekt, dem man allerdings durch
geeignete Differenzenapproximationen begegnen kann (ARAKAWA,
1970), zum anderen an der Aufrauhung der meteorologischen

Al - .
fﬁ;ka Felder infolge von Inbalancen der Felder
.. Randeffekten (ROECKNER, 1976) und der sichawclicfeudn Weekadwiockouyen oot ol e
‘m\,vuuw-y« meleovelogincs relevanicn
Prrent. Die Notwendigkeit der Herausfilterung kleinrdaumiger emtes

Prozesse entsteht auch bei anderen numerischen Modellen,
so etwa bei der Methode der Finiten Elemente (CULLEN, 1976)
oder bei der pseudospectral method (MERILEES, 1974)

Dieser ,Filtervorgang” kann auf verschiedene Weise realisiert

werden:

(1) Einfiigung eines Diffusionstermes. Bei CULLEN(1976) und
SHAPIRO (1971) werden verschiedene Ansadtze augelistet.

(2) Chopping-method: Bei diesem Verfahren werden die Felder
nach Orthogonalfunktionen entwickelt. Bei der anschlieBen-
den Rekombination werden diejenigen Anteile, die klein-
skaligen Prozesses darstellen, nicht mitgefiihrt.

In Modellen, die die Kugel oder die Halbkugel als Geometrie

unterlegt haben, kann dies etwa dadurch realisiert werden,
daB man fiir jeden in der Rechnung mitgefilhrten Breitenkreis
eine FOURIER-Analyse durchfiihrt und bei der anschlieBenden
Rekombination nur jene Wellen mit Wellenldngen, die groBer
gleich 4 Gitterabstdnden sind, beriicksichtigt werden.
(PHILLIPS , 1959; WILLIAMSON, 1974; MERILEES, 1974)

(3) Numerische Filterung: In diesem Verfahren wird jeder Wert
eines Feldes durch ein gewichtetes Mittel seiner Nachbarn

ersetzt (genaue Definition siehe unten). Der erste
numerische Filter wurde 1958 von SHUMAN vorgestellt, der
dann 1962 von WALLINGTON in einem Simulationsprogramm
verwandt wurde. Eine wichtige Klasse, von numerischen
Filtern wurde 1970 von SHAPIRO verOffentlicht. Diese
SHAPIRO-Filter wurden u.a. von CULLEN (1976) und FRANCIS
(1975) benutzt



Die Methoden (1) und (3) besitz den gegeniiber der chopping-

method drei Vorteile:

(a) die Verfahren sind weniger rechenzeitintensiv, d.h.
Okonomisch glinstiger: Liegen auf einem Breitenkreis
m Gitterpunkte, so bendtigen die Verfahren(l) und (3)
0(m) Multiplikationen, widhrend (2) 0(m?) braucht.

(b) Das Verfahren (2) wirkt nicht lokal im Gegensatz zu
den beiden anderen, d.h. hat man ein in einem ansonsten
glatten Feld eine rdumliche begrenzte kleine Stdrung, so
verandert (2) das ganze Feld, wahrend (1) und (3) nur zu
Anderungen in unmittelbarer Ndhe der Stdrung fiihren.

(c) Fir den Fall der Kugel und der zonalen FOURIER-Analyse
gilt, da? nur zonale StOrungen erfaBt werden, nicht aber
meridionale Irregularitéten.

Die Methode der Diffusion hat den Vorteil, daB man sie als
Parametrisierung des Energieflusses in den sub-grid -Bereich
und Modellierung der Horizontaldiffusion der Atmosphére
interpretieren kann. Andererseits ist sie oft nicht selektiv
genug, d.h. beeinfluBt in zu starkem MafBe auch die groB-
raumigen Prozesse. Ein weiterer Nachteil besteht darin, daB
der Diffusionsterm als fester Bestandteil der beschreibenden
Differentialgleichungen zu jedem Zeitschritt berechnet werden
mul3.

Dagegen kann die Methode der numerischen Filterung beliebig
selektiv gestaltet werden (SHAPIRO, 1970) auf Kosten der
Okonomie und braucht nur ab und zu und nicht zu jedem Zeit-
schritt durchgefiihrt zu werden.

In der Diskussion, welche der Methoden (1) und (3) besser ist,
ist aber noch nicht das letzte Wort gesprochen.

Bei der numerischen Filterung muf3 sichergestellt werden, dass
sie die Konvergenz des Differenzenverfahrens nicht beein-
trachtigt. Dies wird dann der Fall sein, wenn der Filteroperator
eine konsistente und stabile Differenzenapproximation der
Identitdt ist. Die Konsistenz ist dabei unproblematisch; anders
sieht es bei der Stabilitdt aus: diese liegt genau dann vor,
wenn keine Wellenkomponente verstdrkt wird. Solche Filter

sind in der Vergangenheit z.T. unsystematisch gefunden

worden: SHUMAN (1958)t, SHAPIRO (1970, 1975)



In dieser Arbeit wird nun eine Methode entwickelt, bei vorgege-
benem Rechenumfang "optimale" stabile numerische Filter zu
konstruieren. Dies geschieht, indem die Konstruktionsaufgabe
als (nichtlineare) Optimierungsaufgabe mit linearen Restrik-
tionen aufgefaBt wird. Diese Optimierungsaufgabe kann dann mit
bekannten Verfahren der angewandten Mathematik ndherungsweise
gelost werden.

Schon frither ist die Konstruktionsaufgabe als Problem der
Approximation, also der Optimierung ohne Restriktionen, aufge-
faBt worden. Die so konstruierten Filter, die im Ubrigen auch
fiir andere Zwecke gedacht waren, sind leider meist nicht
stabil, d.h. es gibt ein "Overshooting". Die fritheste mir
bekannte Verdffentlichung stammt von BLECK (1965). Unabh&ngig
davon wurde dieser Ansatz 1967 von GALLI und RANDI mit einer
nachfolgenden Korrektur von ZELEI (1971) in der geophysikalischen
Literatur verodffentlicht.



MATHEMATISCHE PRAZISIERUNG

Definition "Numerischer Filter nach trigonometrischen
Funktionen"
Wir betrachten' eine, Zerlegung des Intervall (0,2m) in
M (M gerade) &dquidistante Teile der Lange Ax:= 2n/M
und die Menge D der Funktionen, die auf dem Gitternetz
{iAx;i=1,.,M } erklart, sind.

Es seim € 3 und ag,...€ M. Dann heiBt die Abbildung

[1] T:D —>D; (T(£f))(x):= aof(x) + Z?— aj[f(x+jbx)+f(x—ijﬂ

J=1
numerische Filter nach trigonometrischen Funktionen.
Die Zahl m heiBt Tradgerlédnge, die Zahlen ap, " -anm

Filtergewichte

Die Anwendung der numerischen Filter ergibt sich aus dem
folgenden Sachverhalt:
Bekanntlich kann man jede Funktion feD als Fourier-Summe
darstellen:

M/2
f(x) = 8 + 2 __ BSsin(jx) + BScos(jx)
o 3=1 J J

mit By,=0. Zu jedem numerischen Filter T gibt es nun

Zahlen a(n), n=0,..M/2, M/2, sodaB gilt

M/2

(2(£))(x) = X(0)8, + i 1u(j>[s§?sin<3x> + 8Scos (5x)

J:

Die Ursache dafiir besteht darin, daB, fir alle reellen
Zahlen nENR, die Funktion x—> exp(inx) Eigenfunktion von

T zum Eigenwert
i AR
[2] x(n) = a, + 2 §=1 24 cos(nj—ﬁ)

ist. Diese "Eigenfunktionseigenschaft" bedeutet, daB der
Filterprozess die Frequenz einer Welle nicht beeinfluBt.
Nur die Amplitude der Komponente mit Wellenzahl n wird
um den Faktor o (n) verstdrkt oder, vermindert.

Die Funktion o heiBt response-function. Jeder Filter ist
durch seine response-function eindeutig bestimmt.




Die Filtermethode innerhalb eines Simulationsprogramms
lauft folgendermaBen ab:
Der Ubergang vom Zeitpunkt t zum ndchsten Rechenzeit
punkt t+ At werde durch das Differenzenschema C (At)
realisiert, d.h. die vorherzusagende GroBe u (in der
Regel ein Vektor, der die drei Geschwindigkeitskomponenten,
das Geopotential, die Temperatur etc. enthdlt) ergibt sich
aus der Rechenvorschrift

u(t+At) = C(At) u(t)

Dabei sei C(At) eine konsistente und stabile Differenzan-
approximation der den physikalischen Prozess beschreibenden
Differentialgleichung. Sofern nicht gefiltert wird,
beschreibt sich der Vorhersageprozefl durch die sukzessive
Hintereinanderausfilhrung der Vorschrift C(At):

[T C(At)

Beim Arbeiten mit numerischen Filtern wird alle paar
Zeitschritte-, (etwa alle r) einmal der Filteroparator
angewandt, d.h. man hat als VorhersageprozeB

[3] [T (ToCl)

wobei der Kreis in (T,o C') sagt, daB man auf das
Anfangsfeld zundchst r mal den Differenzenoperator C(At)
und dann einmal den Filteroperator T anwenden soll.

Um die Konvergenz des neues Differenzenverfahrens sicherzu-
stellen, muB (T 0 Cf) eine konsistente und stabile (bzgl. der
Lo-oder Energienorm) Differenzenapproximation sein.l)
Es gilt der
satz (ToC') ist konsistent, wenn gilt a (0) =
(T 0 CT¥) ist stabil, wenn gilt max |o(n)| =
n=0,1..M/2
Beweis: T ist ein linearer beschrankter Operator, filir dessen
Norm gilt
[[T]] = max|o(n)|

1
1

Demnach ist T stabil, wenn |a(n)| die 1 nicht iibersteigt.

'\) Zu ol ’80373“«‘ "MM‘."MI\ wle  twe  Yreits/ougee,



Zur Konsistenz: Da gilt
Ju(t+rst) - (Toc®)u(s)l

£ Ju(t+rat) - 2(u) (t+wt)] + |2 (u(t+rat)) - T(CT (0ft))))
2 [u(t+ret) = T(u) (t+at)h + UTBRu(t+rat) = ¥ (u(t))N

und CT konsistent ist, braucht nur noch gezeigt werden,
daB gilt

i%To £¥llu - Tu) = %im —— [u(x) - T(u)(x):]2 d%] =0

Dazu nehmen wir an, dass gilt At/Ax = A Eine Taylorentwicklung
liefert:

Za

nu-T(u)[]§U[(1—a —ZZa Ju(x) + 2(Ax)25— §%a, max]32 } dx 2
0

£ (- (0N uf)+ (8x)° C

Il

mit einer geeignet zu definierenden Konstanten C.
Gilt o (0) = 1 bleibt:

lu - T(u)|| = c4° (At)z ) (Bewels  Cude]

DIE FILTERKONSTRUKTIONSAUFGABE

Die Filterkonstruktionsaufgabe besteht nun darin, Zahlen ag,..
am zu finden, sodaB filir die zugehorige response-function
gilt:

[4] x(0) = 1
[5] 0 =&K(n) £ 1 fir n=1,...M/2-1
[6] x(1/2) =¢

M/2 :
[7] z{“_ (x(n) - 1)2 £ min

n=1

Die Forderungen [4] bis [7]kann man so interpretieren. Die
kleinstskalige Kaponente, also die 2Ax-Welle, wird ganz heraus-
genommen ([6]), der Mittelwert bleibt unverandert ([4]), keine
Welle darf verstarkt werden, keine Phase darf verandert werden
([51). [7] stellt sicher, daB bei dem ganzen Prozef3 moglichst



wenig verandert wird.

Ein Filter, der diesen Bedingungen geniigt, wird als
optimaler (wegen [7]), diskreter (weil er nur die ersten
M/2 Frequenzen beriicksichtigt) numerischer Filter nach
trigonometrischen Funktionen bezeichnet.



DER FALL m=2

Die Aufgabe, einen optimalen Filter der Tradgerldnge 2 zu
konstruieren, ist recht einfach. Zundchst ist es moglich vermdge
Der Restriktionen [4] und [6] die Variablen ap und aj

aus der Darstellung [2] der Response-Funktion oax zu eliminieren,

sodaBl man nur noch a2 als. . zu bestimmende Variable =zuriick
behalt. 2

Die Restriktion [4] bedeutet:

m
a, + 2 Z— aj = 7
J=1
und [6] m )
a, +22j=1 (1)aj 0

Dies sind zwei Gleichungen in ap und aj. Die LOsung des
Systems lautet:

[8] ao=1/e—f’_—_( 1+ (=1)3 )a
I=2
[9] a1=1/4+%§;((-1)3-1 ) ay

Man sieht, daB im Falle m =2 gilt

ap = 1/2 - 2ap
a; = 1/4

Setzt man die Ausdriicke [8] und [9]. in [2] ein, so erh&dlt
man

K(n) = ;.+ %cos(nAx) + oo
m

.4 2:;[? cos(njax) + ((=1)3-1) cos(nax) =~ ...
J:

- (-1)3)] a

Flir den Fall m = 2 erhalten wir:

[10] K(n) = % + % cos(nax) +[écos(2nAx)—2]a9
- B ;cos(n x) L ;cos(nbx) "

£ 2 zZa, = A - £l n= L
2cos(2nax) - 2 - 92 T cos(Z2nax) - 2 - T lreeed

(unter Bet&cl.s'\ch’rig)uw‘) vou 2econ npx) -2 < O fur die belvackledew 2alilen W)



Fir den Fall M = 64 ergeben sich als Schranken fir aj :
2

U
o

untere Schranke: 0.062 65
obere Schranke: 0.062 65

Bis jetzt haben wir erreicht: Wahlen wir ap, und a; gemalB

[8] und [9] J und ist ap aus dem Intervall(untere Schranke,
obere Schranke), so sind alle Restriktionen erfiillt. Es bleibt
die Minimierungsaufgabe [7]:

M/2-1

[11]1 O(a):= (x(n) - 1)2 L min
J=1
Setzt man
fn $= ~% + %oos(nﬁx)
g, = 2cos(2nax) - 2
so ist /
M/ 21
2 2. 2
[12] @(a) = 2%;;: £,° + 2f g a + g “a

= Ra + Sa + T

wobei wir der Kiirze halber a statt aj geschrieben haben. Die
GroBen R und S:

2 e o 2
R := > g, S =27 fngn Pe= > £

SuSa— n

Dies ist ein Parabel, die nach oben gedffnet ist (R > O). Sie
nimmt ihr Minimum auf dem Intervall (untere Schranke; obere Schranke)
entweder an den Intervallenden an oder in ihrem Scheitelpunkt -S/2R
an, sofern er zum zuldssigen Intervall gehort.

Die Losung der Aufgabe besteht demnach darin, daB man priift, ob sich
der Scheitelpunkt innerhalb des zuld@ssigen Bereichs befindet. Ist
dies der Fall, so setzt man

: S
[13] ay 1= - % B
andernfalls priift man, welcher der beiden Intervallenden den

kleineren Wert @(a) liefert und definiert a; dann entweder als
den Wert der oberen oder der unteren Intervallgrenze.



Im Falle M = 64 liegt der Scheitelpunkt bei-1.666 7, also auBerhalb
des zulassigen Intervalls.

Das Funktional 0 nimmt am unteren Intervallende den Wert-3.2560,
am oberen den Wert den Wert 4.7633 an (abziiglich der Konstanten T).
Als Koeffizienten erhalten wir so:

ap = 0.625 30 Dapeye A ap = 0.62!
a; = 0.250 30 Yuidde. S0 g, = 0.29
ao = 0.062 30 Shagito &, :-0.0!

Wir vergleichen nun diesen konstruierten Filter mit dem von
SHAPIRO(1970,1975)angegebenen. Es zeigt sich, dass die respone-
Funktion des konstruierten Filters iiberall oberhalb von der des
entsprechenden SHAPIRO-Filters verlduft. Die Verbesserung betragt
allerdings nur bis zu 1%o. (siehe Tabelle)

Vergleich des konstruierten Filters mit dem
entsprechenden SHAPIRO-Filter

N ALPHA (N) FEHLER SHAPIRO FEHLER AL-SH
1 1.000000 .0000 .999994 .0000 .000
2 .999931 .0001 .999908 .0001 .000
3 .999587 .0004 .999536 .0005 .000
4 .998640 .0014 .998551 .0014 .000
5 .996648 .0034 .996514 .0035 .000
6 .993086 .0069 .992899 .0071 .000
7 .987362 .0126 .987119 .0129 .000
8 .978855 .0211 .978553 .0214 .000
9 .966943 .0331 .966583 .0334 .000
10 .951038 .0490 .950621 .0494 .000
11 .930614 .0694 .930145 .0699 .000
12 .905245 .0948 .904730 .0953 .001
13 .874629 .1254 .874076 .1259 .001
14 .838611 .1614 .838030 .1620 .001
15 .797204 .2028 .796607 .2034 .001
16 .750603 .2494 .750000 .2500 .001
17 .699187 .3008 .698590 .3014 .001
18 .643520 .3565 .642940 .3571 .001
19 .584344 .4157 .583791 .4162 .001
20 .522562 L4774 .522047 .4780 .001
21 .459217 .5408 .458748 .5413 .000
22 .395467 .6045 .395050 .6049 .000
23 .332550 .6674 .332190 .6678 .000
24 .271748 .7283 .271447 .7286 .000
25 .214351 .7856 .214108 .7859 .000
26 .161616 .8384 .161430 .8386 .000
27 .114727 .8853 .114593 .8854 .000
28 .074760 .9252 .074672 .9253 .000
29 .042647 .9574 .042596 .9574 .000
30 .019145 .9809 .019122 .9809 .000
31 .004815 .9952 .004809 .9952 .000

N Wellenzahl

Alpha(n) response-Funktion filir die Wellenzahl N des -
konstruierten Filterts

Fehler Abweichung von Alpha(n) von der 1

Shapiro response-Funktion fiir die Wellenzahl N des
SHAPIRO-Filters

Fehler Abweichung des SHAPIRO-Filters von der 1

AL-SH Differenz Alpha(N)-SHAPIRO, d.h. Verbesserung
gegeniiber dem SHAPIRO-Filter

1N



Der Fall m = 3

Die Aufgabe, einen optimalen Filter mit einer Tragerlange

von mindestens 3 zu konstruieren, ist nicht mehr so einfach.
Wir gehen auf die Darstellung [4] bis [7] zurilick und
formulieren diese um in eine "quadratische Optimierungsaufgabe"
mit "linearen Restriktionen"'); d.h. wir gehen iiber zu der

Aufgabe, einen Vektor 1= (ao,.-.am)zu finden, der ein
geeignet zu definierendes Funktional

[14] z(®) := elWer + C'en “7ielfunktion”
minimiert unter den “Restriktionen”

[15] Aew £ b

Dabei sind A und W Matrizen; A ist i.A+ nicht quadratisch;

C und b sind Vektoren. Das "2'"-Zeichen in [15]ist komponenten
weise gemeint: sind %= (X ,..x, ) und 4= (y_,..y ) so soll
'yéy bedeuten, daB fir i=o,..m gilt: x, = vy, .
Der Strich ‘ bei & und C in [14] soll andeuten, daB mit dem
transponierten Vektor zu arbeiten ist.

Der Vorteil der Uberfiihrung von [4]-[7] in [14]- [15] liegt
darin, daB die Angewandte Mathematik Verfahren zur ndherungs
weisen LOsung von [1l4]- [15] anbietet.

Wir beginnen jetzt mit der Konstruktion der Matrizen W und A und der
Vektoren C und b.

Dazu setzen wir

1 falls i = O

Bni o= (Bno,..Bnm)' mit Bni:: ‘
i 2cos(nigx) sonst
. - e - '.
Dann gilt < (n) = %:6 anaj = B “OC.

und aus [7] wird

161 2 (a2 (32 ZZZ;M
16 2 (ee(n)-1 = o _ B _B'ioL -~ B +
1’1=1 n:1 nn n__A n 1

g’ et
=: W =:0!

'yzum Themenkreis ,Optimierung” siehe etwa COLLATZ/WETTERLING

11



Fir die Nebenbedingungen [15] erhalten wir:

[4]“(0) = 1 <z> 80'0"‘ = 1

Da die Restriktionen als Ungleichungen zu schreiben
sind
’ x < . = e
[17] & B'ég 21 und -850 = ~1

[6]1 oc(M/2) =0 &> By/,'0n=0
[18] & Byp'GS 0 und —BM/Z'@_QO

[5] 0%&(n) £1 ¢ B,'@20 und 8 'a =1

[19] & ~B, '€ 0 und B '0y € 1
Die Restriktionen [17]-[19]lassen sich schreiben als
At S b
wenn man setzt:
[ Boo . 801 o e Bom 1 )
—Boo —801 . —Bom -
84, Biq eee  Byp 1
-84, -8, cer =By o
A=y : SR b := :
By/om1,0 BM/2-1,1 we. PM/2-1,m ’
“By/o-1,0"BM/2-1,1 oo “Pw/2-1,m .
Buso,0  Pu/2,1 vee  Bu/2,m o
-Br/2,0  "Bm/2,1 “Busem L o |

Die Aufgabe wurde mit dem bei ECKHARDT angegebenen Verfahren
von CRYER ndherungsweise geldst. Da dabei verwandte Programm
wurde von Klaus Roleff, Institut filir Angewandte Mathematik der
Universitdt Hamburg, {ibernommen.

Die Durchfilhrung der Rechnung nimmt relativ viel Rechenzeit

in Anspruch. Dabei geht im Wesentlichen die Anzahl der
Restriktionen, weniger die Anzahl der Variablen ein. Daher
wurden bei den folgenden Beispielen nur jede 2. bzw. 4. Frequenz
explizit in den Restriktionen mitgefilhrt. Es zeigte sich, dass

die nicht beriicksichtigten Frequenzen die Restriktionen trotz-
dem erfillten.

12



Wie schon erwahnt, ist das benutzte Verfahren ein Ndherungs-

verfahren, liefert also i.A. nicht die optimale LOsung
sondern nur eine LOosung in der Ndhe des Optimums. Je langer
man rechnet, d.h. je mehr Iterationen man rechnet, umso ndher
kommt man an die wahre Losung.

Flir den Fall M = 32 (zur Erinnerung: M gibt die Anzahl der
Ax-Intervalle an) und m = 4 (also je 4 Nachbarn rechts und
links werden zur Mittelbildung herangezogen) wurde eine
Rechnung mit 10 000 und eine mit 40 000 Iterationen durch-
gefilhrt. Dabei ergaben sich als Gewichte (die Gewichte des

entsprechenden SHAPIRO-Filters wurden wieder dazu geschrieben)

Gewichte
n| 10 000 Iterat. 40 000 Iterat. Shapiro
0 0.767 194 620 o0.761 804 339 0.726 562 ooo
1 0.199 102 750 0.202 o080 218 0.218 750 ooo
2 -0.122 877 590 -0.121 506 805 -0.109 375 ooo
3 o.050 550 013 0.047 788 626 0.031 250 ooo
4 -0.011 063 128 -0.009 526 418 -0.003 906 200

Die response-Funktionen fiir die drei Filter

sind auf der folgenden Seite aufgetragen fiir 128 Stiitz-
punkte. Im Falle der 10 000 Iterationen wird die 1 um
hochstens o0.0006 iiberschritten. Im Bereich der Wellenzahlen
0 bis 16 ist die Maximalabweichung von der 1 o.o0l4.

Im Falle der 40 000 Iterationen wird die 1 um

maximal o.00002 iiberschritten. Im Bereich der Wellenzahlen

0 bis 16 ist die Maximalabweichung von 1 0.00095.

Aus der Zeichnung sieht man, daB die konstruierten "optimalen"

besser sind als der entsprechende von Shapiro.

12
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Der Fall M = 32 und m = 8 ergibt folgende Resultate

Gewichte

n | 4000 Iterationen | 20 000 Iterationen Shapiro

0 0.882 640 853 0.880 859 662 | 0.803 619 o
1 o0.1l09 746 171 0.112 137 850 | 0.174 560 5
2 -0.093 246 934 -0.096 o0l5 222 | -0.122 192 3
3 0.076 584 036 0.078 539 667 | 0.066 650 3
4 -0.062 636 148 -0.062 748 978 | —0.027 770 9
5 0.048 378 397 0.046 398 499 | o0.008 544 9
6 -0.031 591 336 -0.028 619 579 | —o.001 831

7 0.015 094 762 0.012 770 449 0.000 244 1
8 -o0.004 043 787 -0.003 199 785 | -o0.000 015 2

Im Falle der 4 000 Iterationen iibersteigt die response-
Funktion die 1 um maximal o0.00015. Im Bereich der Wellenzahl
0 bis 16 ist die Maximalabweichung von der 1 nicht grdéBer als
0.0008.

Im Falle der 20 000 Iterationen gilt: Maximales overshooting:
0.00018, maximale Abweichung von der l:im Bereich der Wellen-
zahlen 0 bis 16: 0.00062.

Auf der folgenden Seite sind die response-Funktionen der
Filter aufgetragen fiir 128 Stiitzstellen.

Auch hier schienen die optimalen Filter dem Shapiro-Filter
iiberlegen. Allerdings soll noch eine Rechnung mit 60 000
Iterationen gemacht werden, da anzunehmen ist, dafB der
"Hubbel" im Wellenzahlenbereich um 40 herum noch erheblich

abgeschwacht werden kann.
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