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Zusammenfassung

Die Eignung der Technik der numerischen Filterung zur
Verhinderung der Akkumulation kleinskaliger Energie in
hemisphdrischen Feldern wird untersucht.

Dazu werden zunidchst die erforderlichen Eigenschaften eines
numerischen Filters anhand einer linearen eindimensionalen
Betrachtung erarbeitet. Eine sich anschliefBlende normal mode
Analyse zeigt, daB beim Ubergang zu hemisphérischen Feldern
keine Schwierigkeiten auftreten.

Tests mit einem nichtlinearen barotropen Modell zeigen, dafB die
numerische Filterung ihre Aufgabe zu erfiillen vermag, sofern
die Produktion kleinskaliger Energie nicht zu stark ist.

AbschlieBend wird ein Skonomischer operativer Anwendungss=
modus mit einer beispielhaften Zirkulationsrechnung mit
einem baroklinen Zirkulationsmodell angegeben.

Abstract

The use of numerical filtering technique to avoid accumulation
of small horizontal scale energy is investigated.

Numerical filters are designed on the basis of linear
onedimensional analysis. A subsequent normal mode analysis
shows that no difficulties are encountered using the filter
in case of hemispheric linear systems.

Numerical tests show that the performance of the filtering
procedure in a nonlinear barotropic model is satisfactory
provided the small scale energy production is not too high.

Finally, an economic operationally applicable method and a
test calculation using a baroclinic GCM are presented.
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EINLEI TUNG
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Seit dem Experiment von Phillips (1959) ist bekannt, dafl in
Zirkulationsexperimenten mithilfe von Differenzenapproximationen
zur Sicherstellung der numerischen Stabilitdt diejenigen kleins=
skaligen Prozesse, deren Scale an der unteren Auflésungsgrenze
liegen, gedimpft werden miissen. Dies liegt zum einen am

"aliasing effect", dem man allerdings durch geeignete rdumliche
Diskretisierungen der Advektionsterme begegnen kann (Arakawa,
1979), zum anderen an der Aufrauhung der meteorologischen Felder
durch Imbalancen der Anfangsfelder, durch kleinskalige Variationen
der Randbedingungen, durch Parametrisierungsansitze und schlieBllich
am zeitlichen Diskretisierungsfehler (Roeckner, 1976).

Die Notwendigkeit der Herausfilterung kleinskaliger Strukturen
besteht auch bei anderen numerischen Ansitzen, etwa bei den
Finiten Elcmenten (Cullen, 1976), der pseudospektralen und der
spektralen Methode (Merilees, 1974; Batchelor, 1969).

Dieser "Filtervorgang' kann auf verschiedene Weise realisiert
werden:

1) Hinzufiigung von Diffusionstermen

2) Chopping-Methode: Bei diesem Verfahren werden die Felder nach
trigonometrischen oder Kugelfunktionen zerlegt und anschlieflend
unter Auslassung der kleinskaligen Anteile wieder zusammenges=
setzt. Diese Methode benutzte Phillips im o.g. Experiment und
wurde in den 70er Jahren wieder aufgegriffen von Merilees (1974)
und Williamson (1974).

3) Numerische Filterung: Bei der numerischen Filterung wird jeder
Wert eines Feldes durch ein gewichtetes Mittel seiner Nachbarn
ersetzt. Der erste numerische Filter wurde 1958 von Shuman
publiziert. In einer Zirkulationsrechnung wurden sie erstmals
von Wallington (1962) benutzt.

Eine wichtige Klasse stammt von Shapiro (1970, 1975), die von
verschiedenen Autoren verwendet wurden (Cullen, 1976; Francis,
1975; Mudrick, 1976).

4) Verwendung diffusiver zeitlicher Diskretisierungen wie etwa
das Lax-Wendroff-Verfahren (z.B. Kreiss/Oliger, 1973).

Zweck dieser Arbeit ist es, die Methode der numerischen Filterung
darzustellen, zu zeigen, wie man geeignete Filter konstruieren
kann, ihre Wirkungsweise im Zuge einer numerischen Integration
eines barotropen nichtlinearen Modells mit und ohne aliasing-
Effekt zu untersuchen und schlieflich einen operativ anwendbaren
Anwendungsmodus fir ein baroklines Zirkulationsmodell anzugeben.

Ein Vergleich der Filtermethode und der Methode der Hinzufiligung
von Diffusionstermen wurde von Francis (1975) fiir ein baroklines
Modell, das nur energieerhaltend ist =-also aliasing zuldfit-,
durchgefiithrt. Danach ist die numerische Filterung der nichtlinearen
Diffusion 2ter Ordnung insofern iliberlegen, daB bei unverinderten
Stabilitidtseigenschaften die meteorologischen Strukturen stidrker
ausgepridgt werden konnen. Das gleiche Ergebnis erhalten Roeckner/
Storch (1979) fir ein Zirkulationsmodell, das auf dem Prinzip der
Enstrophieerhaltung beruht und demnach kaum aliasing zuldft,

(Die Arbeit von Roeckner/Storch enthdlt teilweise die hier in
Abschnitt 4 pridsentierten Ergebnisse.,) Fliir einen Diffusionsansatz



4ter Ordnung scheinen die beiden Methoden vergleichbare Resultate
zu produzieren, wobei aber der Zeitaufwand fir die Durchfiihrung
der numerischen Filterung erheblich geringer ist als der zur
Berechnung der Diffusionsterme.

Die Chopping-Methode hat gegeniiber der Filterung zwei Nachteile:
Liegen auf einem Breitenkreis m Gitterpunkte, so sind zur Durch=
fihrung des Chopping Multiplikationen von der GréB8enordnung m?
erforderlich; beim Filtern sind es dagegen nur m. Auflerdem wirkt
das Chopping nicht lokal, wédhrend die Filtermethode nur die
unmittelbare Umgebung einer Irregularitidt veridndert,

Obersicht iiber den Inhalt der Abschnitte dieser Arbeit

Abschnitt 1 LINEARE EINDIMENSIONALE BETRACHTUNG

Die Methode der numerischen Filterung wird anhand einer eindimen=
sionalen Betrachtung dargestellt und die fiir eine Verwendung im
Zuge einer numerischen Integration erforderlichen Eigenschaften
herausgearbeitet. Die Aufgabe, geeignete Filter zu konstruieren,
wird als lineare Optimierungsaufgabe formuliert und geldst, so
dal "optimale'" Filter angegeben werden kdnnen.

Abschnitt 2 LINEARE ZWEIDIMENSIONALE BETRACHTUNG

Filr Gitternetze auf Lingen- und Breitenkreisen kénnen aus den ein=
dimensionalen Filtern des Abschnitt 1 leicht zweidimensionale

Filter konstruiert werden. Anhand eines linearisierten .diskreten
shallow-water-equations-Modells auf der Hemisphdre (unter Einschlufl
der zeitlichen Diskretisierung) wird die Wirkung der zweidimensionalen
Filter betrachtet,

Durch eine Eigenwert/vektor-Analyse kann gezeigt werden, daB die

ggwgnschten Eigenschaften auch fiir den zweidimensionalen Fall giltig
S1nd,

Abschnitt 3 EXPERIMENTE MIT BAROTROPEN MODELLEN

Nachdem in den beiden ersten Abschnitten lineare Systeme betrachtet
wurden, wird nun die Wirkung der rdumlichen Filterung in Systemen
mit und ohne aliasing effect untersucht., Dazu werden zwei Diskretis=
sierungen der shg}low—water-equations herangezogen: Eine mit einem
nichtversetzten Gitter und der Energie als ErhaltungsgrdRe (Schema:
NEK) und eine mit einem rdumlich versetzten Gitter mit der Energie
und der Epstrophlg als Erhaltungsgrdfen (Schema: ARA). Die Wirkung
der numerischen F;lterung wird untersucht anhand der Spektren der
klnetlschgn Energie der Gesamtstrdmung sowie der divergenten und
der Rotat10n§komponente der Strdmung.

Sghema NEK wird nach 7 Tagen instabil. Durch die Hinzunahme der
Filterung kann entweder der Zeitpunkt der Instabilitit nur heraus=
gezdgert werdep oder das System wird in unrealistischer Weise
zonalisiert, Eine wesentliche Rolle scheint bei diesem Vorgang die
divergente Strdmungskomponente zu spielen.

Schema ARA ist auch nach 20 Tagen noch stabil, enthidlt aber einen
nicht unerheblichen Anteil Lirm. Durch die riumliche Filterung kann

gi:ig; ﬁnzfe?ntbwerdgn, was aber auch Konsequenzen fir die grdBeren
1 at, insbesondere was die Phasenl .
Verdnderungen positiv oder negativ age angeht, Ob diese

- zu bewerten sind, kann nicht
entschieden werden. ’ h
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Abschnitt 4 EXPERIMENTE MIT EINEM BAROKLINEN MODELL

Fir ein baroklines Mehrschichtenmodell auf der Basis
der primitiven Gleichungen mit der Enstrophie als
ErhaltungsgrdfBe wird ein operativ anwendbarer
dkonomischer Anwendungsmodus vorgestellt,

Eine Rechnung mit dieser Filtertechnik liber einen
Simulationszeitraum von 5 Tagen wird mit einer
Rechnung ohne Dampfungsmechanismus verglichen. Es
gelingt, einen -3=Verlauf des Spektrums der kinetischen
und der verfiigbaren potentiellen Energie bis zu
Skalen von 3 rdumlichen Inkrementen zu erzwingen,

ohne da dadurch ein Energieverlust der groflen

Skalen mitverursacht wiirde. Tatsdchlich werden
meteorologische Strukturen z,T. stidrker ausgeprigt

als im Experiment ohne Dimpfungsmechanismus.

Ein Vergleich mit den beobachteten Feldern zeigt,

dal die Ergebnisse des Kontrollexperiments und des
Filterexperiments niher beieinanderliegen als an

der Beoabachtung. Allerdings scheint die durch die
numerische Filterung bewirkte Anderung in die richtige
Richtung zu gehen,
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ABSCHNITT 1

LINEARE EINDIMENSIONALE BETRACHTUNG
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1.1 Die Filtermethode

1.2 Die Verwendung numerischer Filter in
Differenzenverfahren;
Konsistenz & Stabilitit

1.3 Konstruktion von Filtern



1.1 DIE FILTERMETHODE

- - - - - -
i
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In diesem Abschnitt werden der Einfachheit halber nur
2v-periodischer Vorginge betrachtet.

Definition: Das Intervall [0;2w] sei dquidistant unterteilt in

(M

M Abschnitte der Linge ax; M = 2w/aX.

D sei die Menge der rell- oder komplexwertigen
Funktionen auf G := {jax; jell}.

agedqeere,ay seien reelle Zahlen,
Dann heif3it die Abbildung
T: D—D
mit
m
[T£1(x) := a f(x) + i=1 aj[f(x+ij) + £f(x-jax)]

(gindimensionaler) numeriacher Filter der Ordnung M.
Die Zahlen agreeeaay heillen Gewichte des Filters T,

Die Anwendbarkeit der numerischen Filter beruht auf dem

folgenden

Satz 1

(2)

(3)

Fiir alle reellen Zahlen o ist die Funktion
840 G—>5; g (x) :i= et ax [ mit £2 = =1 ]
Eigenfunktion von T zum Eigenwert

m

’ - -
h(a) :=a  + 2 ;;; aj COS(GJE%)
dsh, es gilt

N\ Teg, =na) g,

a€k a

Die Richtigkeit des Satzes verifiziert man durch Nachrechnen.

g1e ;g?ktion h:R R nennt man response-Funktion oder Charakteristik
es Filters T. Ein Filter wird durch seine response -Funktion
e indeut ig charakterisiert.



3ekanntlich kann man jede Funktion fe€D durch eine
endliche Fourier-Reihe darstellen als

M/2 .
(4) £(x) = b, e*IX
j=M+z I

mit eindeutig bestimmten komplexen Fourier-Koeffizienten b..
Damit ergibt sich aus (3) fir die gefilterte Funktion Tf: J

M/ 2 .
(5) [T£1(x) = ij:;: h(j) b. e*d
Jj==M/2 J

deh. die Amplitude der j.ten Komponente von f wird um den
Faktor h(j) verdndert und die Phasenlagen bleiben unverdndert,

Numerische Filter sollen dazu benutzt werden, rdumliche
Felder von kleinskaligen Komponenten, die im meteorologischen
Kontext als Lirm intcrpretiert werden diirfen, zu befreien,
Dies bedeutet, dal die kleinen Skalen gedimpft werden

sollen, wihrend die groden und mittleren mbglichst
unverindert aus der Filterung hervorgehen sollen. Diese
Forderungen driicken sich aus als

(6) ‘ 11 - h(3)) 2wy fir kleine und mittlere j
(7) h(j)e[o,yj] fir grolie j.

mit kleinen noch zu widhlenden Zahlen “j und Yj'

1.2 VERWENDUNG NUMERISCHER FILTER IN DIFFERENZENVERFAHREN

KONSISTENZ & STABILITAT

Filter werden im Zuge ciner zeitlichen Integration eines
gewshnlichen Differentialgleichungssystems

(8) %% = Au

mit periodischen Randbedingungen u(t,0) = u(t,2m)
und beliebigen Anfangsbedingungen u(0,x) = uo(x) benutzt.

Dabei sei A ein linearer Differenzenoperator, d.h. (8) soll
durch rdumliche Diskretisierung aus einem partiellen linearen
Differentialgleichungssystem hervorgegangen sein!.

| Der Vorgang wird in Abschnitt 2 fiir den zweidimensionalen Fall
auf der Hemisphdre ausfilhrlich dargestellt.



Das System werde integriert mit einem (formalen) Einschritts=
verfahren ! der Form

(9) S 41 ° B(st) s,

Dabei sei sp ein Vektor, der den Zustand des Systems zum Zeits=
punkt nat beschreibt und B(at) eine Matrix, die sich aus der
Systemmatrix A und der zeitlichen Diskretisierung ergibt!.

Im Falle eines Einschrittverfahrens gilt sp = up, im Falle

eines Zweischrittverfahrens (z.B. Leap Frog) gilt sp = (upsup-1)s

Damit (9) eine "verninftige" Differenzenapproximation von (8)
ist, mul (9) die Eigenschaft der Konvergenz besitzen, d.h. die

Lésung von (9) soll bei Verminderung von at gegen die Ldsung
von (8) konvergieren.

Konvergenz liegt vor, wenn die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

= (9) ist eine zu (8) konsistente Differenzenapproximation, d.h.
ist u(+,t) Lésung von (8) mit s(+,t) als zugehdrigem Zustands=
vektor, so gibt es Zahlen L>0 und q Z 1, so daB fir alle
Zeitpunkte t und geniigend kleine Zeitschritte At gilt:

(10) Is(t+at) - B(at) s(t)] * La%"

ngei ist irggndeine Vektornorm |- zu verwenden.
Die Zahl q heilt Ordnung des Verfahrens.

- (9) ist eine stabile Differenzenapproximation, d.h. zu jeder

vorgegebenen Zeit T gibt es eine Konstante >0, so daB fir
alle n und at mit nat £ T gilt

[seay™] = v

Ein hinreichendes Kriterium besagt, daB Stabilitdt vorliegt,
wenn gilt

(1) AV /\
K 2

B(at)| = 1
0 n,at;natfT I3C0)] v ket

Die Anwendung eines Filters bed
. . > ) eutet, dal man alle paar
Zeitschritte nicht mit der Matrix B(at) arbeitet sogdern mit

(12) F(ax) B(at)

wobei F(a-) eine Matrix ist, die die ri i i

be schre ] 4 ; » die 1e.raum11cpe Filterung
be:itzi?bt und im einfachsten Fall die Koeffizienten fij= 31551

et

1 » . . " »
§§§ Besfiffe gle formales Einschrittverfahren" oder "Konsistenz"
» siehe z.B. Ansorge/Hass (1970) oder Richtmyer/Morton (1967)
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Daid der eingestrcute Filterprozel die Konvergenz-Eigenschaft
schaft nicht beeintriachtigt, zeigt der folgende

Satz 2 (9) sei eine zu (8) konsistente Differenzen=
approximation der Ordnung q mit der Stabilitidts=
eigenschaft (11). Ferner gelte

(13) ECax)le 1

(14) At/AX = const,

(15) h(9) =1
Dann gilt: Das Verfahren mit eingestreuter
Filterung ist konvergent von der Ordnung q' = 1,
Gilt weitergehend, dal es eine Zahl reN gibt,
mit
de

(16) —T(O) =9 fiir k = 1,00.1'
so betrigt die Konvergenzordnung q' = min (q,2r)

Der Beweis dieses Satzes ist zwar elementar aber auch
linglich, Dem nur meteorologisch Interessierten
w1rd empfohlen, den Beweis zu iiberspringen,

Beweis: Man hat zu zeigen, dafl gilt

[*] AVARVAN Is(nat) - s | S Q-Atq'

wobei s(nat) den aus der L&sung von (8) gebildeten Zustands=
vektor bezeichnet und Sh die mit- (9) berechnete Ndherungs=
16sung.,

Unten wird gezeigt, daB gilt

] Aé\/o nﬁ/tz\ﬁTls((n+1)At)'sn+1ié A‘tq'+1,+"5(°t)u Jstnst)-s |

und dafl aus [*¥] folgt:
t
==y \/ /N us((n+1)At)-Sn+1u= A [1+kat]™ npt- att
K20 natc:T
Mit [##%] schitzt man weiter ab:

X S
Ap1e KR o7 el

fia

[sCm+nyaty - s L]

]
kT A4

fiA

A-T-e

womit [*] mit Q t= A T eKT bewiesen ist.,



Man hat die beiden Fidlle

s B(At}sn

n+1

und S+ F(Ax)-B(At)sn

zu unterscheiden, )
Der erste Fall ist schnell erledigt:

IsC(n+1)at) = s .| 2 Us((n+1)at) - B(st)s(nat)]

+ [[B(at)s(nat) - B(At)sn“

Wegen der vorausgesetzten Konsistenz ergibt sich [#¥]
daraus mit A:= L.

Im zweiten Fall s 1 = F(Ax)B(At)Sn wird der Ausdruck
wieder dhnlich au?géspalten:

JsCeDat) = s ] # [s(en)at) - Bat)s (nav)]

* I(1-5(ax))8 (s t) s (nat)] +|Fex)| [B(at) ﬂ |s (nat) -5 |

Vermége (13) und der Konsistenz (10) schdtzt man weiter
ab:

2 . 5t4 +“B(4tﬂ“s(nAt)-sn“+“(I-F@X))B(Dt)5(nat)u

Es ist nur noch der letzte T

I erm abzuschdtzen, der mit (1)
ausgeschrieben so lautet:

[(I-F(2x))B(at)s(nat)1(x) = (1-a )B(at)s(nat)](x)
)]

- JZ; aj{[B(At)s(nAt)](x*-ij) +[B(At)s(nAt)](x-J'nx)}

Die Ausdriicke [B(At)s(nAt)](x+jax)

Taylorreihe um den Punkt B(at)s(nat)
dargestellt, Dabei hidngt die Ordnung
ab, ob die Zusatzvoraussetzung (16) e

werden als endliche

(x) mit Restglied

des Restgliedes davon
rfillt ist oder nicht,

Gilt (1§) wird die Reihe bis zur (2r+1)ten Potenz von
Ax entwickelt, andernfalls nur bis zur 2.ten,

Fir den Fall der Gliltigkeit von (16) erhdlt man unter
Ausnutzung der Dreiecksungleichung:

m
l](I-F(Ax))B(At)S(nAt)H £ \1-a0+2§;ajl'“s(nﬂt)“

m

2r . k . k k. .
‘ E ?_';'_"' a (jax) ]:! (-iax) "B(“)“‘pi‘ifﬁ'mu
.2r*l

2r+1 m
14 (nat) 2r+1
2l B 3.4
+ 2| B(at)| | i) Nl§= a, %7;:TTT¥Ax)

10



Der erste Term verschwindet, da in (15) h(0) =1 voraus=
gesetzt wurde und der Koeffizient gerade 1-h(0) ist.

Der zweite Term verschwindet fir alle ungeraden k, weil
der Koeffizient verschwindet, und fiir alle geraden k wegen
Voraussetzung (16).

Wegen (14) bleibt damit
2r+i

[(I-F(ax))B(st)s(net)| = C-HB(At)WHd i+?At |(~(At)2r+1
dx

mit einer Konstanten C. Da s(nat) Zustandsvektor der
Ldsung von (8) ist, ist s(nst) samt allen erforderlichen
Ableitungen in der Zeit T beschrdnkt!. Da auch 1B (st)l
beschrinkt ist wegen der Stabilitidtseigenschaft, gibt

es eine Konstante C', so dafl gilt

I(I-F(ax))B(at)s(nat)l & C' A 2T

Damit ist [¥%] mit A:= C' + L bewiesen.

Gilt die Zusatzvoraussctzung (16) nicht, so ergibt sich
die Abschiatzung auf entsprechende Weise,

Es ist noch die Gultigkeit_von [##¥*] zu zeigen: Dies

Fir n = O gilt [#*¥%] wegen s(0) = S

[#%%] gelte nun fir ein n % O, man hat zu zeigen, daB die
Aussage auch fir n+1 gilt.

Wegen [#%*] gilt:

+1

Is((n+1)at)-s_, L% A stV s (1 kot) - [s(nat)-s g

nach Induktionsannahme:

1

]
$ At (et A(T+kat) T (nat) at?

17N

Aptd' [t o+ (1ekat)™ T (ast) ]

Antd . (1+kat) P ((n+1) at)

Damit ist der Induktionsbeweis fertig und der ganze Sat:z
bewiesen., =m

l1Aus Vollstindigkeitsgrinden = hidtte man eigentlich in die
Formulierung des Satzes eine Voraussetzung iber die

Differenzierbarkeit der Lésung von (8) hineinnehmen missen,

die auch fir die Anwendung der Taylorentwicklung bendtigt
wird,

1"



Bislang ist noch keine Angabe Uber die zu vgryendenden
Normen gemacht worden., Benutzt man die Euklidische
Vektornorm

Ixt = [T x 2 ]?
1

(dabei ist iiber alle Freiheitsgrade zu summieren), so
ist die zugeordnete Matrixnorm die Spektralnorm?!:

1Bl := wWurzel aus dem Betragsmaximum der
- Eigenwerte der Matrix B'*B
Ist die Matrix hermitesch (also B' = B), so gilt einfach
I8} = betragsgrdfter Eigenwert von 8

Damit erhidlt man ein einfaches Kriterium fiir das Erfiilltsein
von (13):

Satz 3 Gilt fir die response Funktion h und alle
aufgeldsten Wellenzahlen a

(7 |h(a)] 21
so gilt in der Spektralnorm

LECax)] = 1

Beweis: Da F(pax) eine symmetrische reelle Matrix ist,

hat man entsprecchend der Vorbemerkung zu

zeigen, Qaﬁ alle Eigenwerte von F(ax) betragsmidlRig kleiner
gleich eins sind.

Da das betrachtete Gitter M Punkte’besitzt, ist F(4X)
eine MxM-Matrix mit maximal M verschiedenen linear
unabhdngigen Eigenvektoren.,

Die Vektoren g sind fir o = -M/2+1 0 M/2 1in

- - (BN BN W ¢ o 0. ear
unabhgnglg un§°wegen (3) Eigenvekt%ren.von F(ax). Die
zugehdrigen Eigenwerte sind daher alle Eigenwerte von F(ax).
Diese sind aber gerade die Zahlen h(a). =

1Fir Begriffe wie "Norm" etc. siehe etwa Collatz (1968)

20hne Einschridnkung sei M gerade,
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Die von Shapiro (1970, 1975) definierten Filter (in der
Folge als "Shapiro-Filter" bezeichnet) erfillen die
Voraussetzungen des nonvergenzsatzcs, denn es gilt

Satz 4 F sei ein Shaniro-Filter der Ordnung m mit
der response-Funktion hm.
Nann erfiillt F die Bedingungen (13), (15) und
(16) mit 1 := maxjkeN; k = m/2},
deweis: Laut Shapiro (1975) gilt fur seine Filter
._2m.a
hm(c) = 1 - sin (7Ax)

Nach dem vorangehenden Satz gilt (13) und (15).
Differenziert man h_, so erhdlt man

J
a’h J

mo_ sipM-k g kg
TT 7 fop Pkgm sin (G- cos (G0

mit gewissen Koeffizienten By J.m'
Yy

Da gilt BJ,J,m = Konstante-M.(m=1)*,..(m=J+1) # O

verschwindet die Ableitung im Nullpunkt o = O genau dann,
wenn m - J>7 gilt., =

1.3 KONSTRUKTION VON FILTERN

In Abschnitt 1.1 ergaben sich die Forderungen (6) und (7)
N - h(j)l 2 4y fir kleine und mittlere j
h(j)e[d,yj] fir groBe j

Nazu kamen in Abschnitt 1.2 aus numerischen Griinden noch
(15), (17) und (16):

h(n) = 1
lh(3)

1A

1

Srn(m =7 fur k = 1,1
dx

13



niese 5 Forderungen kann man umsetzen in eine lineare
Tptimierungsaufgabe:

i in Fi zegebener Jrdnung m,
Gesucht ist ein Filter F vorgege | '
dessen response Funktion h die folgenden Eigenschaften

besitzt:
(18) $ 1 -h(j) *nin
]
und
(19a) h(j) &1
(19b) T 2 h(j)
(19¢) h(") = 1
. M
(19d) h(z) = 9
. a2k . '
(19¢) 5% h(2) = 1 fir k = 1,01
dx

In einer friher verdffentlichten Arbeit (Storch, 1978), der
man bitte die technischen Details entnimnit, wurde diese
Optimierungsaufgabe geldst, allerdings ohne die Neben=
bedingung (19e). Da aber gesetzt wurde

1 - u., = response Funktion des Shapiro-Filters
J m, ter Drdnung

war (19e) doch implizit heteiligt.

WYegen (18) heilen die so konstruierten Filter optimal.
Yie sich ergebenden Filtergewichte sind fiir die 2rdnungen
1 bis 19 in Tabhelle 1 angegeben,

Die Gewichte der Filters der Ordnung 1 sind schon durch
die Nebenbedingungen (192) und (19d) festgelegt, sodaR
der optimale Filter 1. Ordnung mit dem

von Shapiro dbereinstimmt. Fiir die Ordnungen 2 und 3
besteht faktisch kein Unterschied, ab m = 4 sind die

optimalen Filter besser, (Zur Visualisierung, siehe
die Abbildungen 1 und 2 bej Storch (1978)).

Rechnet man die Ableitungen (19¢) fiir die optimalen
Filter aus, so ergibt sich, dad sie anndhernd

wie die der Shapiro-Filter verschwinden,
Abweichun

: 8en etwa in der 8.ten Stelle hinter dem Komma
fir die 2.te Ableitun

g des Filters 4,ter Ordnung sind
belanglos, da die Konvergenzaussage ohnehin nur
asypmtotisch gilt,

14



TABELLE 1
Gewichte der optimalen Filter m.ter Nrdnung

fir m = 1 bis m = 10 !

Gewicht= Filterordnung m

nummerxr 1 2 3 4
0 .5 .625 075 329 687 700 919 . 727 670 918
1 .25 .25 .234 324 710 .218 304 502
2 -.062 537 665 -.093 850 459 -.109 816 938
3 .0l5 675 290 .031 695 498
4 -.004 018 520

Gewicht= Filterordnung m

nunmer 5 6 7
0 .758 103 098 .732 476 717 .804 185 145
1 «202 951 266 .188 654 145 174 490 024
2 -.113 353 640 -.122 139 301 -.122 851 202
3 +045 911 T76 +057 562 438 06T 244 896
4 -,010 697 909 -,018 741 086 -.027 726 734
5 .001 136 958 «003 783 416 ,008 130 147
6 -.,000 357 971 -.001 514 636
7 .000 134 932

Gewichts= Filterordnung m

nummer 8 9 10
0 .824 375 512 .838 357 833 857 400 094
1 160 135 956 149 505 138 134 281 233
2 -.120 973 724 -.117 993 830 -.111 963 274
3 .074 875 280 .078 816 734 .082 222 793
4 -.037 169 310 -.043 877 158 -.,052 572 277
5 .0l4 270 332 .019 846 086 .028 678 762
6 -.003 981 867 -.007 005 454 -.012 936 579
7 .000 718 382 .00l 807 459 ,004 609 715
8 -,000 062 855 -.,000 302 475 -.001 210 539
9 +000 024 583 .000 207 496
10 -.000 O1l7 378

1Die Werte dieser Tabelle weichen von denen bei Storch (1978)
insofern ab, als dort eine Ziffer des 4.ten Gewichts des

Filters 7.ter Ordnung fehlerhaft

notiert ist und die letzte

Dezimale nicht wie hier durch Runden sondern durch

Abschneiden entstanden ist,

15



ABSCHNITT 2

LINEARE ZWEIDIMENSIONALE BETRACHTUNG
000000000000200000330300000003003000

2.1 Konstruktion zwe idimensionaler Filter fir die
Hemisphdre

2.2 Das Eigenmode-Konzept fiir eine detaillierte Stabilitédtsanalyse

2.3 Berechnung der Verfahrensmatrix und deren Abidnderung bei
Hinzunahme von Didmjfungsmechanismen

2.4 Ergebnisse fiir das System ohne ridumliche und zeitliche
Filterung mit und ohne Pol=-Chopping

2.5 Ergebnisse fiir das System mit ridumlicher oder zeitlicher
Filterung

2.6 Sporadische Filterung

In 2.1 werden zweidimensionale numerische Filter auf einem
Lingen-Breitenkreis-Gitter definiert als Hintereinanderausfihrung
je einer eindimensionalen Zonal=- und Meridionalfilterung,

In 2.2 wird ein Konzept dargestellt, das die Bewegung eines
linearen rdumlich und zeitlich diskreten Modells vollstidndig
beschreibt und mit dessen Hilfe die Wirkung des Pol-Chopping,
der rdumlichen und der zeitlichen Filterung untersucht werden
kann. Dazu werden die linearen Differenzengleichungen nach

dem UObergang in den Wellenzahlenraum in die Form einer homogenen
Matrixgleichung gebracht und die Eigenwerte und -vektoren
(synonym: modes) berechnet. Ein &hnliches Konzept wurde schon
von Dickinson/Williamson (1972) vorgestellt, mit dem der

Wirkung des Pol-Chopping nachgegangen wurde (Williamson, 1976).
Ab diesem Abschnitt wird fiir die zeitliche Diskretisierung
ausschliefflich das Leap-Frog-Schema benutzt.

In 2.3 wird der Obergang zu einer homogenen Matrixgleichung
aus Abschnitt 2.2 im Detail durchgefiihrt.

In 2.4 zeigt sich, daB man die Eigenmodes in drei nahezu gleich
groBe Klassen aufteilen kann, die durch die Grdfe der zugehdrigen
Eigenwerte definiert werden: die eastward- und westward gravity
modes und die Rossby type modes,

Weder durch die Einfiihrung des Pol-Chopping (ABschnitt 2.4) noch
der zeitlichen und rdumlichen Filterung (Abschnitt 2.5) wird
diese Klasseneinteilung beeintrdchtigt. Die Didmpfung der
physical modes durch die Zeitfilterung ist unerheblich. Die
riunliche Filterung 14B8t die Eigenvektoren mit grolen und
mittleren Skalen annihernd unverindert, wdhrend die Lérmmodes,
insbesondere die westward Rossby type modes,z.T. erheblich
gedimpft werden.,

Damit zeigt sich, daB die rdumliche Filterung auch fiir die
zweidimensionale Rechnung die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

In 2.6 wird die Frage andiskutiert, inwieweit das Eigenmode-

Konzept noch anwendbar ist, wenn nicht regelmdfig sondern nur
sporadisch wie in Abschnitt 4 gefiltert wird.
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2.1 KONSTRUKTION ZWEIDIMENSIONALER FILTER FUR

o ——— - — —  — N = -

- —— . AR v WS S Ty an — — —
prmpeanpumumipnadpnegiensiineti g g R

oo i ase sy uipm iyt oo ey
—— e e o oy — . ———— =~

Ausgehend von einem eindimensionalen.Filter der.Ordnung
m mit Gewichten ag,...a; kann man einen Zonalfiltenr Tq
und einen Meridionalfilter Z;def1n1eren durch:

mn

ja £(o,2)+7__a.[£(p,2=jaR) +£(p,A+js9)]
] i = o =1 9

(20) [Tyfl (e, : j fir- 4 2

f(q:.?\) fir <?= T‘/Z

r m .

1) [T.f] aof(f!p/\)"’ aJ[f(CP'JA(P.%)*'f(@*JACP.))]

2 )i =

(21) [Tpfl(g,n) 1= S j e of 72

zonaler Mittelwert von [T?f](g—aq,-)
| . fir o¢=T1/2

Die Definitionen (20) und (21) sind unproblematisch,
solange man mit den Verschiecbungen innerhalb des
Definitionsgebietes [0;7/2] x [032T] bleibt,

Kommt man aus diesem Gebiet heraus, so hat man die

zu filternde Funktion geeignet fortzusetzen,

Flr den Zonalfilter geschieht das in periodischer Weise,
Im Falle des Meridionalfilters T
Fortsetzung etwas komplizierter;

- Bein Uberschreiten des Aquators (¢ -mapeD)
hat man entweder als Randbedingung das Verschwinden der
Normalableitung (Skalarfelder und A-Komponente der

Geschwindigkeit) oder das der Funktion selbst ( ¢-Kompo=
nente der Geschwindigkeit) zu beachten, d.h,

(223) f(-?.o) ¢ =

ist die

£(e,*) fir Skalare und u.
(22b) f("f’p') = 'f(‘fo.)

fir v

- Beim Qberschreiten des Pols ( @+ mag>% 2) hat man
fiir die Komponenten der Geschwi

1 indigkeit zu beachten
dad deren Vorzeichen sich umdrehen, '

(232)  £(3*¢,0)
(23b) f(%#-cr.?\)

f(%'?-ﬁ*“) fir Skalare

(1]

L d ﬁ e -
: —f(i-?,%+ﬂ) fur die Geschwindigkeits=
komponenten

18



- Flir die Fdlle 9+mae>T und @-mag¢-T/2  hat man die
Fortsetzungsvorschriften (22) und (23) rekursiv zu benutzen,

Den dureh den eindimengionalen Filter mit den Gewichten

A _geeesa_induzierten zweidimensionalen hemisphdrischen Filter
d8finier? man als Hintereinanderausfiihrung des Meridionals=
filters T, und des Zonalfilters T,.

Der folgende Satz 5 besagt, daB diese Definition unabhidngig von
der Anwendungsreihenfolge von T, und T, ist:

Satz 5 Es gilt

(28)  Tp'T, =T, T,

)

Beweis: Man iliberlege sich, dafl die Operdtoren T? und T, linear
sind und dal mit den Bezeichnungen

£°(p,N) 1= £(p,A+T)

ft(?')\) HES f(?"'f.ﬁ)
gilt:  T,(f7) = (Tef)r
und Te(£%) = (Tp£)°

Beriicksichtigt man noch fiir den Polpunkt
ToE(¢) = E(q)

wobei der Querstrich andeuten soll, dal ein zonales Mittel zu
bilden ist, so kann man (24) nachrechnen.,

2.2 DAS EIGENMODE-KONZEPT FUR EINE DETAILLIERTE

——— o —— " — —— - — . ——— VD — e G - i G T e A S R - ———
e o s o 5 o o T . . e e e D e e e D o A S e . e WS e e TR e T e A W YT e e e W

—— . — ————— o — i ———
- - - A e —m e — - — -

Linearisiert man die rdumlich diskretisierten shallow-water-
equations! und macht einen Fourier-Ansatz in zonaler Richtung,
so ergibt sich fiir jede zonale Wellenzahl k ein gewdhnliches,
lineares Differentialgleichungssystem 1, Ordnung?:

! Die rdumliche Diskretisierung findet vor der Linearisierung
statt, da das lineare Modell den nichtlinearen Modellen der
Abschnitte 3 und 4 numerisch so weit als méglich dhneln
soll.

2 Dieser Vorgang wird in Abschnitt 2.3 ausfiihrlicher dargestellt.
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(25) K o=ay

Nabei enthilt der komplexe Vektor!y die bre@tenkreisabhéngigen
komplexen Fourierkoeffizienten der drei Yarlablen der
shallow water equations (2 Geschwindigkeitskonponenten,
ein ii6henfeld)?. Fiir die Anzahl N der Komponenten von y
gilt:

Anzahl der aufzclésten Breitenkreise

N = X
Anzahl der Variahlen des Systems (= 3)

A ist eine NxN-Matrix, deren Koeffizienten sich aus den

zugrundeliegenden NDiffcrentialgleichungen und der ridum=
lichen Niskretisierung ergibt?,

L4st man das Gleichungssystem (25) ndherungsweise
durch Diskretisierung der Zeitableitung nach dem Leap Frog-
Schema, so erhdlt man die Integrationsvorschrift:

(26) yn+1 ' E yn_1 + 248t A yn

Indem man setzt

2at-A 1
(27a) B(at) := (I = Einheitsmatrix)
I 2
und
Y
. n
(27b) Sp '* (
Yn-1

kann man (26) in ein (formales) Ein i
vann man (26 ( s) Einschrittverfahren

(28) Spe1  ° B(at) Sp

Der Vek i i ihi
tor s, 1st aus zwei N-reihigen Vektoren zusammen=

gesetzt und "hat daher 2N Komponenten. Di =
‘ . ten N enthal=
ten den Zustand des Systems zum Zei ¢ erster
! - t
N den zum Zeitpunkt (n-1)at, punkt nat, die letzten

T
Eigentlich mite sowohl der V

: s ektor als au die ™ i
A mltbde? zonglen Wellenzahl k indiziert weggenTeD:::rlx
unterblcibt hier aus Griinden der Obersichtlichkeit.

2
Fiir Netails siehe Abschnitt 2.3
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nie Eigenwerte von B(pt) seien =mit uj, i = 1,.,.,2N und die
zugeh3rigen Eigenvektoren mit vj bezeichnet.

Wie sich spiter zeigen wird, hilden die Eigenvektoren von B(at)
eine Basis des 2N-dimensionalen Raumes, d.h. jeder
(Anfangs-)Vektor s, kann in eindeutiger Weise als Linearkombi=
nation der vy dargestellt werden:

N~

N

i
2 = VR
(“9) So - So Vl

dL

o

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten sg.

Will man nun M Zeitschritte at rechnen, so fihrt man die
Vorschrift (28) ™M-mal aus, d.h. man bildet

M — M i
= B(at) 'so = L __ B(st) -so'vy

' M
) so B(at) " vy

Da vy Eigenvektor zum Eigenwart My ist, wird daraus:

w
|

<N 5y
(39) Sm ° %:T So My Vi

Die Beziehungen (29) und (39) sind so zu interpretieren: Durch
(29) wird der Anfangszustand in 2N "Elementarzustédnde' v.
zerlegt. Nas Differenzenverfahren (28) bildet jeden diesédr
Elementarzustidnde auf sich selbst ab, d.h, deren Form &ndert
sich nicht, nur die Amplitude. Diese betrdgt

zum Zeitpunkt O : sg

. i N
zum Zeitpunkt Mat: s;-u1

Scheibt man den Eigenwert N in der Form

= 1Pi
(31) uy = Tye
mit r,peR, so bedeutet die Multiplikation von sg mit ui, daB
die Amplitude betragsmifig um den Faktor rj verdndert und um den
Winkel p; gedreht wird in der Zeit at.
Dder: Die i-te Xomponente hat eine Wachstumsrate von ri/At und
eine Winkelgeschwindigkeit von pi/At.

Die Eigenschaften des linearen diskretisierten shallow-water-
equations=-Modells sind demnach bei Kenntnis aller Eigenvektoren
und -werte vollstindig beschrieben.
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ner folgende Satz gestattet eine erste Klassifikation
der Eigenwerte von B(at):

Satz 7 Ist q Eigenwert zum Eigenvektor w von 2atA,
so sind
+ 2 y2
(32) Ui,z ::32 - [%—4. 11
Eigenwerte von 3(at) zum Eigenvektor
-1
(33) (W H ui w)

Beweis: Man verifiziert die Aussage durch Nachrechnen,
Gemdfl Voraussetzung gilt

2at A w = q-w

S
(a + G113y

Nann gilt  2atAw + u;‘w

2 2 )
PP RIC MM RE R
und W = uoully

Wie sich zeigen wird, sind die Eigenwerte von A (und
damit die von 44tA) stets rein imagindr, d.h., die Eigen=
werte von B(at) sind, sofern das CFL-Kriterium

q2+4->.:

)

erfillt ist, alle betragsmiBig gleich 1:
(34) byt =1

wmd treten paarweise auf

(35) U1 = "LI;

wobei das Symbol " andeuten soll, dafl statt der Zahl u,
deren Konjugierte zu nehmen ist,

Fir die "Zeigerdarstellung" (31) bedeutet (34), daB
d1e_zugeh6r1gen Komponenten in ihrer Gré8e nicht
beeintrichtigt werden (ry = 1), und (35), daB

(36) pz = T - p1
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dush. eine Komponente wird um einen kleinen Winkel P, gedreht
und die zweite um einen groflen Winkel Py

Das Verhalten des Paares wird noch deutlicher, wenn man sich

vergegenwdrtigt, was geschieht, wenn At kleiner wird. Dann
wird q kleiner und im Grenzfall hat man wegen (32)

(37) wy =1 und , = =1

oder

T

P2 0 und P2

Das Verhalten der zu u,; gehdrigen Komponente ist als physikalisch
sinnvoll, das der zu u, gehdrigen als nicht sinnvoll zu
bezeichnen., Daher werden diejenigen Komponenten, fiir deren
Eigenwerte u gilt

Re(u) 20
als physical modes bezeichnet und die mit
Re(u) <O

als computational modes.

Demnach erhdlt man als eine Konsequenz von Satz 7, dal die
Eigenvektoren des Systems (28) in zwei gleich grofle Klassen
zerfallen, in die der physical und die der computational modes.

Die Existenz der computational modes beruht auf der Tatsache,
daf durch die Auswahl des 2-Schritt-Leap-Frog-Schemas fiir die
zeitliche Diskretisierung die Anzahl der Freiheitsgrade des
Systems (25) kiinstlich verdoppelt wurde.

Satz 7 hat zusdtzlich noch die Bedeutung, daf die in den folgenden
Abschnitten angegebenen Resultate vergleichbar werden mit denen
von Dickinson/Williamson (1972), Williamson (1974) und

Temperton (1977).

2.2 DAS POL=-CHOPPING

Aufgrund der Konvergenz der Meridiane am Pol werden die
zonalen Gitterabstinde im Polgebiet sehr klein, was einen sehr
kleinen Zeitschritt zur Folge hat.

Das Erfiillltsein des CFL-Kriteriums kann aber auch fir einen
vergleichsweise groBeren Zeitschritt sichergestellt werden,
indem man zum Pol hin Amplituden in Abhingigkeit von der
zonalen Wellenzahl k ab gewissen Breiten kiinstlich nach jedem
Zeitschritt Null setzt.,

Dies Verfahren nennt man Pol-Chopping (Holloway et al., 1973).
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Fiir die Verfahrensmatrix B(at) in (28) bedeutet

das, daB gewisse Zeilen durch Nullen ersetzt werden,
bzw, daB man in (28) von der Matrix B(at) Ubergeht
zu

c 9
(38) BY(at) = }-B(At)

a ¢

mit einer Niagonalmatrix €, deren (Hauptdiagongl)Koeffi=
zienten entweder 1 sind (wenn der Fourierkoeffizient

in der zugehdrigen Breite nicht kiinstlich Null gesetzt
wird) oder aber Null.

Ein einfacher Zusammenhang zwischen den Eigenwerten
von B(4At) und B'(at) ist mir nicht bekannt,

Aber es gibt einen Satz 7 entsprechenden Satz, der
besagt, wie die nichtverschwindenden Eigenwerte von
B'(at) mit denen von 2atCA zusammenhidngen:

Satz 8 Ist q # O Eigenwert von 24tCA zum Eigenvektor
w, so sind

2
(39) iy 1= 3 I dp ey V2

Eigenwerte von B'(aAt) zum Eigenvektor (w,u;1w)

Beweis: Als Hilfsaussage wird zunichst gezeigt:

(40) Ist q#0 Eigenwert von 2atCA zum Eigenvektor w,
so gilt die Implikation
ci = N > w1 = N

Dabei bezeichnet c. das i.,te Diagonalelement
von C und w!* die “i,te Komponente von w.,

Die Elemente von 2AtA werden mit ai bezeichnet.
k 1 k 1 k
i (ZAtN.’\)l-w = l Craqv = q-w

2ach Voraussetzung fiir alle Indizes k, speziell auch
ur i:

q. wi =0
Da q#0 vorausgesetzt ist, folgt die Gultigkeit von (&0).

Mithilfe von (40) kann man

Le vr nun (39) nachrechnen. Man hat
zu verifizieren:

-1
28tCAw + . - = a0
Wy W My
Cw = y. ,'11
ulul v
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Xomponentenwe ise geschrieben:

k1 -1k k
) CR3WT g W = oy

(41)
ckwk = w

'
=
%

fir alle Indizes k. Wegen (40) sind die Gleichungen fiir
Indizes mit ck=0 stets erfillt.

Fur ¢, = 1 gilt die 2. Gleichung trivialerweise und aus der
1. G1&ichung wird

)___ a‘l{'wl = [ Ui - l/ui]-Wk

aus q = u, - 1/u.1 ergibt sich 'H als der angegebene Wert., =

Man kann auch Aussagen liber die zu verschwindenden Eigenwerten
gehdrigen Eigenvektoren machen, was allerdings fir die
physikalische Fragestellung be langlos ist:

Durch die Multiplikation von B(at) mit der Pol-Chopping-Matrix
werden 2P Zeilen Null gesetzt, wenn P die Anzahl der Indizes i
ist mit cj=0. Demnach verringert sich der Rang der Verfahrens=
matrix B'(st) gegeniiber dem von B(At) um 2P, Insbesondere ist
die Null nun 2P-facher Eigenwert. Damit v zugehdriger Eigens=
vektor sein kann, mul (41) mit wy = 0 gelten:

k. 1 N+k
i ckalv + ckv =0
kK _
ckv =0

NDie letzte Gleichung liefert die (497) entsprechende Implikation:
(42) Ist w = O Eigenwert von B'(at) zum Eigenvektor v, so gilt
c; £0 = vt=o0

Die Implikationen (40) und (42) besagen, daR diejenigen modes,
die zu Null-Eigenwerten geh8ren, nur einen Beitrag zu jenen
Breitenkreisen liefern, die vom Pol-Chopping betroffen sind.
Die von Null verschiedenen Zeilen von modes, die zu von Null
verschiedenen Eigenwerten gehdren, gehdren nicht zum Bereich
des Pol-Chopping.

In der Folge darf man daher die zu Null-Eigenwerten gehdrigen
modes! unberiicksichtigt lassen.

1 Fiir jeden Indix i mit c¢.=0 kann man zwei verschiedene Eigen=
vektoren explizit angebeén:

. o . . 1 fiur j
vl := {1 fur j=N+i v) := { -ak; fur g
1 0 sonst 2 0 sonst

i
N+K
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Es liegt also folgende Situation vor:

Das System (28) mit Pol-Chopping besitzt nur noch 2(N-P) "echte"
modes" und 2P modes ohne Bedeutung. . ] .

Die verbleibenden modes zerfallen wiederum in zwel gle1sh grofe
Klassen der computational und physical modes (je N-P Stiick) .

Satz 8 badeutet, daf auch in diesem Falle die spédter folgenden
Ergebnisse mit denen von Dickinson/Williamson etc,., verglichen
werden kdnnen.

2,2.2 ZEITLICHE FILTERUNG

- Cn R e WD s R an o D e G WS W e

Nachdem man die Erfahrung gemacht hatte, daB in einer Leap-Frog-
Integration stets als Folge von Imbalancen u.4, computational
modes entstehen, die sich als Vorhandensein von 2jt-Wellen

bemerkbar machen, filhrte man e inen Zeitfilter ein (Robert, 1966).
Statt mit (26) arbeitet man mit

Ynet 7 ;n-1 * ZAt'A'yn
(43) . .
Ya .= (1'2r)'yn + T'Yn*1 + r'Yn-1
mit ?o =Y,

Dabei ist re{0;¥2] frei widhlbar.,

Das System (43) kann man ebenso wie das System (26) als formales
Einschrittverfahren schreiben., Dazu setzt man

2AtA L1
(444) B(at) := ( U )
(1=21)1 + 25trA ° 2r1
und

(44b) T - (in }
Dann wird aus (43):

(45) Spep 17 BT

Kommt das Pol-Chopping hinzu, so hat man ents 8
iberzugehen zu der Matrix prechend (38)

(46) Braan) = (§ Q) By
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Fiir diesen Fall ist mir ein Satz von der Art wie Satz 7 oder 8
nicht be kannt,

Es bleibt nur ein relativ einfacher Zusammenhang zwischen den
ersten N und letzten N Komponenten der Eigenvektoren: Ist

vV = (w],wz) Eigenvektor zum Eigenwert u, so gilt

(47) (u = Cr)-w1 = (1 = 2r + ru)-w2

Nur fir den Fall, dafl die Matrix A in (25) zu einer Zahl
degeneriert (dsh. man betrachtet nur eine Gleichung mit einer
rdumlichen Koordinate, also z.B., die eindimensionale Advektions=
gleichung), kann man das Dimpfungsverhalten von (45) formelmdRig
angeben (Asselin, 1972): ‘

(48) u192 =Tt % : \l(]-r)z+ %?

mit 2atA = (q). Macht man den Grenziibergang at =+ 0, so erhidlt
man

(49) My = 1 und Wy = -(1=21)

d.h. anders als in (37) wird der computational mode gedimpft.
Der physical mode bleibt unverédndert.

- an v an i Cn Gn b an T Gn a» ow " w = = -

Die rdumliche Filterung driickt sich in diesem Formalismus aus
als Multiplikation der Verfahrensmatrix mit einer die Filterung

beschreibenden Matrix:

(50) B"(at) := (g $)~B(At)

wobe i bei Bedarf statt B(at) auch
B'(at), B(at) oder B'(st)
stehen kann,

Eine Formel fir die Eigenwerte gibt es hier ebensowenig wie im

Falle der zeitlichen Filterung. ) ]
Fir die Eigenvektoren gilt: Ist (w,,wz) Eigenvektor zum Eigenwert

H, sO gilt:

(51) (u = rFC) wy = (F - 2rF + Tu) W,
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2.3 BERECHNUNG DER VERFAHRENSMATRIX UND DEREN

- m S Em T . g T . A D R M D W WD Wm D W D T e M TR W WP W D W G e W WD e S

P e R e e E e R e e o R c T r s e c rmc e —m - o oo e o " " e - -

- . - G R A W . - - D v W W S G G N W e A WS R R e W WD W e T wm WD Em TR e W e o T
— T R T R e N e e e e e e c T e c e E m e e o o oo oo o o on - .- -

In diesem Abschnitt soll im Einzelnen gezeigt werden,
wie man von rdumlich diskretisierten shallow-water-
equations zur Gleichung (25) und zu den Matrizen C und
F aus (38) und (50) kommt,

2.3.1 DIE_MATRIX_A

Den Ausgangspunkt bilden die (nichtlinearen) shallow
water equations, deren riumliche Ableitungen

derart diskretisiert sind, daB die Gesamtenergie des

Gleichungssystems eine Erhaltungsgréfle ist (Paschen,
1979)1!:

+

(Qu) . ﬁ%gg;[é;(maﬁﬁA) + 6w(ﬁvfﬁ?cos¢)]

- Ov(f + %tan?) ﬁ_%3§$ 6%@A =0
(52a) (dv), + Rlosq,[bﬁ(m“v’) + 0, (T V' cos )]
+ Qu(f + %tan?) + %-6¢6? =0

(0, -+ i—%gg;[b,(ﬁﬁﬁ) + 546;?c05$)]

Dazu treten die (Aquator-) Randbedingungen:

"
o

W =0
(52b) dq(Pu) = 0 am Aquator
do(9) =0

Hierbei ist ® = gH mit der Héhe H der freien Oberfliche
der Flissigkeit, u die »-Komponente und v die ¢-Komponens=
te der vertikal gemittelten Geschwindigkeit, 'R steht

fur den Erdradius und f fiir den breitenabhingi en
Coriolis-Koeffizienten, 818

Die Variablen den Systems sind Qu, Ov und ¢,

Die Diskretisierungsoperatoren sind wie folgt definiert:

1
Sxf(x) 1= plf(x + & - £(x - 2
(53)

P s gglfx + ) o g(x - )

1 n?es Schema tritt in Abschnitt 3 unter dem Namen NEK
28w1eder auf,



Das benutzte Gitternetz ist nicht versetzt und enthilt
weder den Pol noch einen Aquatorpunkt als Rechenpunkt:

(54) (332 ¢3) t= (iah, (J-3+3) 29)
mit J = -?TA-CF bzw. A?=§ /J

Die Punkte (Ai,¢1) = (is?,(7 -0¢)/2) liegen auf dem
polndchsten vom Modell gerechneten Breitenkreis,
widhrend die Punkte (2i,9J) = (isp,s¢/2) die dem Kquator
am nichsten gelegenen sind.,

Die Linearisierung geschieht dadurch, da in den
beiden Advektionstermen der Bewegungsgleichungen die
Ausdriicke

- - - -

u , u*, v%, v¢
durch mittlere Geschwindigkeiten U bzw, V ersetzt
werden., Ebenso wird der u-Wert in den beiden Coriolis-
Termen durch U und der §-Wert vor den Druckgradient-
termen durch einen mittleren Wert § ersetzt,

Als Folge dieser MaBnahmen kann man U bzw. V bei

den Advektionstermen ausklammern, so daf sich fiir die
Ov-Gleichung eine konstante Nord-Siid-Advektion mit
der Advektionsgeschwindigkeit V ergibt, was nicht
sinnvoll ist, Daher wird V = 0 gesetzt.

Die entstehenden Gleichungen lauten:

(Qu), + —‘g-~[6)($ﬁa) + 0,(0vicosq)]

R cosy
- Ov(f + Ftang) + i—%;;; 8, (8" = o
(55) (Ov), + Qu(f + %tany) + -%— 8,(3H =0
= 0

() * Teoss(8 @) + 6, (F cos)]

Gleichung (25) erhidlt man aus (55) (§3) gnd (szp),
indem man die Variablen 0, Qu und 6v in die endliche

Fourier-Reihe entwickelt, also :

<L kA
(56) (du)(t, 9, N = k) — F(Ou(t,g)) e

Dabei bezeichnet K die gréBte vom Modell aufgeldste

zonale Wellenzahl (K = T/sn) und Fk denjenigen
Operator, der einer 27-periodischen Funktion ihren -

k-ten komplexen Fourierkoeffizienten zuordnet.

Setzt man (56) bzw. die entsprechendep Ausdriicke fir
Ov und ¢ in (55) ein, so erhdlt man einen Ausdruck der

Form
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(Fk($"))t Linears=

X kombination KA
(57) E (Fk($v))t + von Fy( duw,| -e =0
== Fx(Pv) und
(Fk(?) )¢ Fy(D)

Diese Summe verschwindet in allen Punkten A wegen

der linearen Unabhingigkeit der Exponentialfunktionen.
genau dann, wenn alle Koeffizienten einzeln
verschwinden, Es wird sich zeigen, dal diese
Forderung gerade (25) ist.

m die Koeffizienten aus (57) explizit angeben zu
kdnnen, seci eine beliehige zonale Wellenzahl k
ausgewidhlt, Unter Beachtung von

b(eiﬂa) - ising Kad)

A

erhdlt man:

Y ("pu(‘t 9)) )
k : i .sinka)
Jdt ﬁ%%sy atglz'),A FK((Du(ta?))

+

77 coso+ 25) Fy(OV(t,0+29))

+

]
Taglcos e+ 25) -cos(¢- 2B)IF, (OV(tsp))

1
5:; cos (¢- 5%) Fk(¢v(t,P-ef))}

(£(p) + KL tangl 7, (Ov(t,¢))

.sink
* ?gos? ' 1‘512;\62 Fl (0(t,e)) =0
OF, (Ov(t,9)) |
k ’
- + [f(g) + Hﬁﬂl tang] Fk(mu(t.¢))

* Z-RAq [Fk(®(t»?*bfa)‘ Fk(ﬁ(t.q-A¢))] =0

QF (D(t,9)) )
J 3 ’ 1 . X
J t * ﬁos«pﬁlslnm‘ 2 Fk(f\)u(t,c‘p))

+ -2-}(-?- cos(:p+ 8/2) Fk(d)v(t.qn,;?))
1
+ m[cos((p-* a¢/ 2) =cos (- ap/ 2) 1 Fk(q}v(t.¢))

1
20 - m cos(a - a9/ 2) Fk(‘bv(tn‘f""?’))} =0



Mit den Abklrzungen fir j = 1,...J

Y3j-2 T Fk(¢u(t,¢j))
(58) Y35-1
V3

Fk(mv(to(ﬁj))

3 P\ (0 (t.vj))

wird daraus ein homogenes lineares gewdhnliches
Differentialgleichungssystem in 3J Variablen (unter
dériicksichtigung der Nummerierung gemdl (55)):

U(e.)
d Y352 _ "3 (s iniead
d t - Rcos?j A y3j'--2
1
* Tap oS5t AP R Y(5-1) 1
+ ?};F[cos(?j‘k Af/Z)-COS(SOJ-'A?/Z)]ysj -1
(59a) - -2-15?5 COS((pj--A?/Z) )’3(3’.,.1)_1}
+ [f(?J) + U((IDJ)/Q tancfj])'sj_l
) isin kaj y
- cos p; Y 3]
d Y331
( _E?él_- = - [f(gy) * U (pj)/w tanp:1Y35. )
59b)
- .—i— [y -Y . 1
26 7 3(§=1)-1 3(j+1)
d Y3 . £sin kai y
dt R cosq; AA 3 =2
1
+ cos(@; *+00/2) Yacrinr)-
(59¢) 7oy ?5 3(3-1)-1

+

Tk';[coshpj + Af/Z) - cos(goj- Af/Z)]ysj_1

-
8¢

Fir j = 1 bendtigt man in (59b) eine Polrandbedingung, denn
Yo= Fi(O(t,(n+sp)/2)) tritt mit nichtverschwindendem
Koeffizienten auf.

In den beiden anderen Gleichung
ein Wert "hinter dem Pol" vor,
der zugehdrige Koeffizient wegen cos(e,

cos((pj - a9/ 2) Y3(j41) -1

en kommen formal ebenfalls je
aber in beiden Fdllen verschwindet
+29/2) = cosn =0

Negen (23a) gilt Fk(O(t.-;**‘{’)) = eikak(Q(t,%-Y)), oder:

(60) vy = (-5 v; 31



Fir alle drei Gleichungen (59) sind Aquatorrandwerte
erforderlich., Aus (52b) erhdlt man:

(61a) Y3(3+1)-1 = T V331

(61b) Ys@eay = Y3

(59) hat die gewiinschte Form (25), wenn man die Koeffizienten

der Gleichungen (59) unter Beriicksichtigung von (60) und (61)
in die “atrix A eintridgt.

Bevor A durch Angabe der ‘Matrixkoeffizienten definiert wird,
noch zwei Abkirzungen:

S. 1= - 7 sin(ka)
¢ z o
(62) -
S2 iz = (R 2ap)

Damit erhdlt man fir die Matrizenelemente a;, von A

(63a) a1 = O auBer in den nachfolgenden Fidllen

ZonalimpulsfluBgleichung (59a):

a3j-2,3j-4:= U(%})~Sz~cos(?j+'m#Z)/cos(qj)
U(?j)vsl/cos(qs)

i

335-2,3j-2"'
(63b) aSj-Z,Sj-1 HE Sz- !I(cpj)[ci:(c{)j +49/ 2) -cos(ﬁoj- Aqﬂ/Z)]-x
x(cos(fﬁ)) + f($3)+U(?j)/R tanw?
a3j-2,3j HE 81-5 /cos(¢j)

aSj-2,3j+2: -SZ-U(fj)-cos(?j-A?/Z)/cos(?j)

Meridionalimpulsflufgleichung (59b):
335-1,35-3'% S2°0

aSj-1,3j-2: -f(?j) - U(¢j)/R tan(qj)
a35.9033+3:= - P

(63¢)

Kontinuitdtsgleichung (59c)

A35 35-4 1% S COS(?j+A?/2)/cos(¢j)
(63d) 33»33-2 7 S1/cos(p;) )

835 34-1 i° SZIgos(¢j+Ap/2)-cos(¢3-Aqyzﬂ/cos?j
2 a3j,3j+2 HE -Sz-cos(¢3—ﬂ¢72)/cos(?j)



Die Einarbeitung der Randbedingungen (60) und (61)
fihrt noch zu Verinderungen in der 2.ten und in den
3 letzten Zeilen der Matrix A:

.= - k
(64a) a2,3 : (-1) az,o
(64b)  835.2,30-1 77 B33.2,37-1 7 P37-2,3J42
(64c) a,r_ .
391,37 i=ag59, 3543
(64d) a5 3509 1= 335 334

wobei die Koeffizienten auf der rechten Seite von (64)
formal nach der Vorschrift (63) zu bilden sind.

2.,3.,2 DIE_MATRIX_C DES POL=CHOPPING

Fiir jede Wellenzahl k gibt es einen Breitenkreis
mit Index j'(k) mit der Eigenschaft, daf die
zugehdrigen Amplituden ndrdlich des Breitenkreises
?Ew> Null gesetzt werden.

Flir die Matrixkoeffizienten 5 (siehe (40)) von C
gilt dann:

(65) ¢y

{-1 falls i/3 2 j'(k)
i 0 falls i/3 <j'(k)

Fiir kleine Wellenzahlen ist natiirlich j'(k) = 0
zuldssig,

Die Filtermatrix entsteht dadurch, daf man vom
Filteroperator T = Ty Ty in den Spektralraunm
Ubergeht,

Da gilt (mit (3))

Fk(Tf) Fk(TA(T?Z))

h(k)-Fk(T?f)
zerfillt die Filtermatrix F in zwei Matrizen

(66) F = F, Fp
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it
(67) F) = h(k) I

und einer Matrix F, ,die die “eridionalfilterung
heschreibt. Die Kocffizienten £, von Fe erhidlt

man aufgrund der Linearitdt von il Fk (21):

f- . . := a- fl':lr j = 1 ...3\] (=\I)
(68) JaJzid 1 und i = 0:...m

fjl HER sonst

kompllz1erter wird es an den Randern.'uunachst der

e1nen Index L mit j+L = J. Mit den Randbedln"ungen (22)
ergibt sich dann:

£15.2,3(5+2L-141)-2:" F35-2,3(3+2L-1+1)-2 * 41
(69)  £.. . ‘=

35-1,3(j+2L-1+1) =17 *3j-1,3(j+2L-1+1)-1 ~ %1

o Fh Hh

-
=

£33 L 3(ezn-1+1) 7 F35 0 3cje2n-1+1)  t 21
mit 1 = 1/1,...n. Die Zahlen £.. auf der rechten Seite
von (69) sind gemidfl (68) zu hesétzen.

Entsprechend geht man am Pol unter Zuhilfenahme von
(23) vor, Dazu sei j ein Index mit j-m <),

f35-2,302-)-2 *% f35-2,300--2 " ™1
(79) £35-1,501-9) -1 *% F35-1,301-50-1 "~ A1
fsj ,3(1-5) f3j'3(1-j) !

mit 1 = j+1,,..m,

Damit sind alle Matrizen aus Abschnitt 2.2 definiert,
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2.4 ERGEBNISSE FUR DAS SYSTEM OHNE RAUMLICHE UND
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Im untersuchten Fall arbeitet das Modell mit J = 16
Breitenkreisen, d.h. pro zonaler Wellenzahl k
besitzt das System 48 Freiheitsgrade und die Matrix
A hat 48 Zeilen und Spalten.

Die zonale Aufldsung ist M = 64, d.h. das System
filhrt Wellenzahlen bis k = 32 einschliefllich mit,

Fiir die Rechnung ohne Pol-Chopping betrigt der
Zeitschritt st = 15 sec, fiir die Rechnungen mit
Pol-Chopping st = 300 sec,

Es ist § = 5637.mxg und der mittlere Zonalwind
U(?) wie bei Dickinson/Williamson (1972)

U(Q) 'z Uo.cos(@)[sinz(?) - 0,2 cosh-z(S?)]

mit Uo = 50 m/sec
Der Verlauf von U(g) ist in Abbildung 1 auf der
folgenden Seite aufgetragen,
Ule)
[m/sec]
+10
0
—10 —t—— et ———t—t— 1%
j='12 6 12 16'
p=90°N 45°N 0°

ABB1LDUNG 1
Der mittlere Zonalwind U(f) als Funktion der Breite

35



21 -vek fahrens=
Zur Berechnung aller Eigenwerte und vektoren der Ver
matrizen B{at) und 3'(at) (siehe (27a) und (38)) wurde das
EISPAC-Prozedurpaket (Goos, 1974) herangezogen.

Wie in Abschnitt 2.2 gezeigt wurde, zerfallen die Eigenvektoren
(modes) in drei Klassen:

- in die Klasse der computational modes mit N-3P Elementen,
-« in die Klasse der physical modes mit N=-3P Elementen

- und in die zu im Gefolge des Pol-Chopping auftretenden Nulls=
eigenwerten geh3rigen (6P Stick).

Nabei ist N = 48 und P die Anzahl der vom Pol-Chopping
betroffenen Breitenkreise.

In Tabelle 2 sind die Winkelgeschwindigkeiten

(71) p; i= tan™' [Im(u;)/Re(uy)} / at

der physical modes der Grdfle nach absteigend fiir die zonalen
Wellenzahlen k = 1 und k = 7 mit und ohne Pol-Chopping aufge=
listet, Die computational modes und die zu Nulleigenwerten
gehdrigen modes werden nicht be rlicksichtigt.

Da j*(1) = O und j*'(7) = 4 (zur Definition von j', siehe (65)),
ist die zonale Wellenzahl k = 1 nicht vom Pol-Chopping
betroffen, so dal Tabelle 2 nur drei Spalten hat, Fir k = 7
gilt P = 3, d,h. das System mit Pol-Chopping besitzt fiir die
zonale Wellenzahl 7 nur noch 39 physical modes.,

D@e E@genvektoren und die zugehdrigen Eigenwerte uyj lassen
sich in drei anndhernd gleich grofle Klassen aufteilen, die

durch die Grdlenordnung der Winkelgeschwindigkeiten p.
charakterisiert werden. 1

D@ckinson/ﬂilliam§on (1972) folgend werden die Eigenvektoren
mit den groliten Winkelgeschwindigkeiten als westward gravity
modes bezeichnet, die mit den kleinsten pj als eastward gravity

modes und die mit den betragskleinsten Winkelgeschwindigkeiten
als Roessby type modes.

Fir k = 1 umfassen die beiden gravity-Klassen je 17 Elemente

(man kann sich streiten, ob der zu p17 gehdrige mode tatsichlich
zur gravity-Klasse zu zdhlen ist - die Frage ist aber belanglos,
da er sich als "Pol-mode" herausstellen wird) und die Rossby -
Klasse 14 Elemente.

Im Falle k = 7 sind die drei Klassen gleich grof und enthalten
je 16 bzw. 13 modes.
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TABELLE 2

Winkelgeschwindigkeiten p. (71) der nhysical modes der
Gr5se nach absteigend angdordnet fiir die zonalen Wellens=
zahlen k = 1 und k = 7 flir das System ohne jede Nidmpfung
und ohne Pol-Chopping sowie fiir k = 7 mit Pol-Chopping
ohne weitere Didmpfungsmechanismen.

Die Werte der Tabelle sind mit 10'6 sec:-I zu multiplizieren.,

il py fir k=1 P, fir k = 7
1 | 748.4 4837,6 «——ohne Pol-Chopping
3| 4185 1008 .2 mit Pol-Chonping
4 | 394,1 757.0 743,8
5| 381.3 = 627.2 632.6 »
6| 3711.7 X 551,1 2 553.2
7] 352.5 § 503.1 8 . 505.1 §
8 339,56 & o® 471.6 oo 473,2 & ®
9| 310.6 =% 4504 ny S 451.8 ny
10| 296.4 T 440.7 §F 441.2 |8
11 | 259,1 ® 413.,6 2 414.6 8
12| 249.4 B 399.6 400,5 &
13 | 206.5 8 358.3 3 359.0 §
14| 198,0 = 343.,4 344,1 3
15 | 144,2 283.3 283.6
S8 1 108.8 .. 275.2", 276,1
S 0N SO 4 S-S 2544 ‘
18 25,1 19,2 19.3
19 12,1 17.0 15.8
20 10.7 11.6 11.6
21 5,61 11.2 .
23 4,0 o 7.4 E\’g 7.9 Do
24 3,3 D 5.9 6.4 _ 9
25 e g 5.6 &9 5.6 2%
26 1.6 39 3,8 2F 3,8 ®F
27 1.0 2 F 1.7 & 1.7 8
28 .4 O 1.5
29 |- .2 F - T - .6
30 - 1.2 - 4.1 - 401
31 |- 4,0 - 10,2 - 10.2
32 | - 38.5 - 25.5 - 25,5
33 - 66.3 - 245.0 -245|2
34 | -168.0 - 318.2 -318,7
35 | -182.7 - 334,2 -334,7
36 | -237.7 - 385.6 -386.5
37 | -239.7 & - 400,2 X -401.,2 &
38 | -285.1 3 - 433.6 § -434,9 '3
39 | -295.,0 ® - 446,0 & ® -447.3 8
| ) h © -
40 [-329.8 & - 469.8 471.3 wg
41 | -340,7 ny'S - 499.2 § 2 =501.0 o
42 | -365,7 & E - 539,2 ® -541.7 gE
43 | -374.0 3 - 595,0 3 -597.8 3
44 | -388,8 B - 677.9 3 -684.,2 ¢
45 | -404.,7 © - 813,838 w© -802,8 8
46 | -426,4 ° -1069.9
47 | ~466,.5 -1693.2
48 | -gn7.8 -4896.6

1

Niese beiden Eige
Progranm sie als

nverte liegen so nahe beieinander, dafl das

doonelt interpretiert.
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Die Klasse der Rossby type modes enthdlt in allen drei Fidllen
Eigenvektoren mit negativen Winkelgeschwindigkeiten, d.h.

modes, die "verkehrt" laufen., Die Vermutung, dal dies eine

Folge des Vorhandenseins des nichtverschwindenden U in den .
pifferenzengleichungen (55) ist, trifft nicht zu, da qualitativ
das gleiche Resultat fir U = O eintritt.

Nach Temperton (1977, Anhang) ist die Existenz dieser bad Rossby
type modes® eine Folge der Tatsache, dafl ein unversetztes

Gitter benutzt wird.

Vergleicht man die Winkelgeschwindigkeiten fiir die zonale
Wellenzahl k = 7 mit und ohne Pol-Chopping, so sieht man, daf
die rechte Spalte durch Streichung aus der linken hervorgeht.
Bei den gravity modes sind es gerade die drei Schnellsten.
Demnach bewirkt das Pol-Chopping neben dem Streichen einiger

Eigenwerte im Wesentlichen keine Verdnderung bei den verbleibens=
den Eigenwerten.

In Abbildung 3 sind die zu den Winkelgeschwindigkeiten von
Tabelle 2 gehdrigen Eigenvektoren dargestellt. Da die beiden
Hilften der Vektoren nach Satz 7 bzw., 8 sich einfach auseinander
berechnen lassen, ist nur die erste Hdilfte gezeichnet.

In Abbildung 2 findet man eine Erklidrung, wie die Abbildungen 3
zu lesen sind.

Den Abbildungen 3a~c entnimmt man zunéchst, dal es modes gibt
mit und ohne scale. Unter der Eigenschaft '"Scale haben' soll

das Vorliegen einer einigermaflen gleichmiBigen Verteilung
der Extremwerte verstanden werden, *

Die modes ohne scale sind in Abbildung 3a (k=1) die mit den
Nummern 1-2, 17 und 47-48, in Abbildung 3b (k=7, ohne Pol-
Chopp1ng) die Nummern 1 -4, 17, 28, 45-48 und in Abbildung 3c
(k=7, mit Pol-Chopping) die Nummern 1 und 39. Bei der Aufzihlung
beachte man, daf hier eine subjektive Bewertung stattfindet.

Den modes ohne scale ist gemeinsam, dal sie aulerhalb des
Pol-Gebietes verschwinden., Sie sind daher als Pol modes
charakterisierbar.

Tatsdchlich werden durch das Pol-Chopping solche Eigenwerte
entfernt, die zu P9l modes gehSren. (Eine Ausnahme bildet

mode 21 von k = 7.) Diese sind in Abbildung 3b mit einem
Extrasymbol versehen.

Die modes mit scale zerfallen in solche mit kleinem scale

gnd in solghe mit nichtkleinem scale, Auch diese Unterscheidung
ist nur flielend mdéglich. Die modes mit nichtkleinem scale wird
man als relevant bezeichnen, die mit kleinem scale als Ldrmmodes.

! Von Dickinson/Williamson (1972) werden die bad Rossby type
modes .als '"computational modes' bezeichnet, was eine-

Verwechselung mit den hier auftretenden computational modes
38 zuldBt.,



Re[F, (0(t,9))]
mode | \ mode und

i+l i+3
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Im[F, (du(t,q))]

mode | mode
i (i+2
Re[Fy (PV(t,¢))]

und

NI

In[7, (Pv(t,9))]

L J
w/2 ¢ )

Narstellung eines

Anordnung der einzelnen
einzelnen mode

modes 1m Tableau

ABBILDUNG 2

Narstellung der modes aus Abschnitt 2,4=5 in den
folgenden Abbildungen,

Lirmmodes sind im Falle k = 1 die Nummern

7, 9, 11, 14, 16, 18, 29-31, 33, 35, 36, 38, 40
und im Falle k = 7 ohne Pol-Chopping die Nummern

9, 11, 13, 15, 19, 29 - 32, 34, 36, 38

InSPesondere gehdren die bad Rossby type modes zu denen mit
kleinem scale.

Der Vergleich der mittleren und der rechten Spalte von Tabelle 2
und der Abbildungen 3b und 3c zeigt, daB die modes mit scale vom
Pol-Chopping kaum verindert werden, weder was die Form noch die

Winkelgeschwindigkeit angeht.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen von Dickinson/Williamson et al.,
it positiver und negativer

;l.‘eten die modes hier nicht paarweise mit .
inkelgeschwindigkeit auf. Insbesondere gibt es hier nur 4 statt
bad Rossby type modes. Gr3Renordnungsmifig stimmen die Werte

aber {iberein. 39
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2.5 ERGEBNISSE FOR DAS SYSTEM MIT RAUMLICHER UND

— - A o T D S T M G S A —— o - —— - ——— - —— > -
- an s T A e G T = A - D D i ——— . - ——— - — — - ————— o — - —— - "~ - —

—— . - - —— - - - —
- G D ww = D = - = . ——

2.5.1 ZELTFILTERUNG

In Tabelle 3 sind die Winkelgeschwindigkeiten p. und die
Ddmpfungsraten [uj| fir die zonalen Wellenzahled k = 1 und

k = 7 fiir das System mit zeitlicher Filterung (46) bei einem
Zeitfilterkoeffizienten r = 0.05 aufgelistet.,

Der Vergleich der Winkelgeschwindigkeiten aus den Tabellen 2
und 3 zeigt, daB diese durch die Einfithrung der Zeitfilterung
kaum verdndert werden; nur die modes mit den betragsmdflig
groften Winkelgeschwindigkeiten zeigen groflere Abweichungen.

Die Démpfungsraten juji hidngen offenbar nur vom Betrag der
Winkelgeschwindigkeit ab. Dabei ist die Ddmpfung um so stédrker,
je schneller der mode rotiert.

Fiir die Rossby type modes bedeutet das, daf faktisch keine
Dimpfung vorliegt. Nimmt man etwa den Rossby type mode 14 der
zonalen Wellenzahl k = 7, so betridgt seine Didmpfungsrate auf

8 Stellen genau: 0,999 999 12. Nach einer Simulationszeit von
10 Tagen (1800 Zeitschritte) akkumuliert dies zu einer Reduktion
der Amplitude von urspriinglich 1 auf dann 0.9984. . . )
Verhdltnismifig stdrker werden die gravity modes be§1ntracht1gt.
Vom mode 39 der zonalen Wellenzahl k = 7 ist nach einer
Simulationszeit von 10 Tagen nur noch 6.4 % vorhanden.,

Eine Verinderung der Form der modes ist nicht festzustellen,
weshalb auf den Abdruck von Abbildungen entspr. Abb. 3
verzichtet wird.

Fiir die computational modes ergibt sich eine effektive ‘
Dimpfung. Von Wellenzahl k = 1 verbleibt nach einem Zeitschritt
nur noch durchschnittlich 90 % der urspriinglichen Amplitude,
nach 45 Zeitschritten ( = 6 Stunden) nur noch 81%.,

Der Wert fur k = 7 ist nicht gréBer als 91%.

Diese Dimpfungsraten entsprechen den von Asselin (1972)
angegebenen Werten fiir die eindimensionale Advektionsgleichung.
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TABELLE 3

Winkelgeschwindigkeiten p; und Dimp fungsraten juj| der physical
modes der GrdBe der pj nach absteigend sortiert fir die zonalen
Wellenzahlen k=1 und k=7 fiir das System (46) mit Pol-Chopping und
Zeitfilterung mit Zeitfilterkoeffizient r = 9,05,

Die p; sind mit 1770 sec™! zu multinlizieren, die Iy sind
dimensionslos.

k=1 k=7
1 Pj ! Pj M5!
1| 755.9 .998 654 744 ,8 .998 692
2| 437.4 .999 548 633,2 .999 054
3| 416.7 .999 589 553,6 .999 276 D
4| 395,1 .999 631 D 505.4 .999 396
5| 382.2 .999 654 o 473.4 .999 470 &
| 9
?{ g;gg .333 %g 8 452,0  ,999 516 &2
. ) ko 442,1 1999 538 '3
8| 340,2 .999 726 < 414,8 .999 593 g g
9| 311,1  ,999 771 P 2 400,7  ,999 620 §
10| 296.8 .999 792 B 359,1 .999 694 B
11| 259.4 .999 840 & 344,1 ,999 720 O
12} 249,7 .999 852 288.7 ,999 803 3
13| 206.6 .999 899 =2 276,6 .999 819
14| 198.1 .999 907 19.3 .999 999
15| 144,2 .999 951 15,8 .999 999
_16| 108.9___.999 972 1 11.6 1,000 000 S
L7l 78,5 7-,985°985 """ 8.9 1.000 000 9
18 25,1 .999 999 . 7.8 1,000 000 E
19| 12.1 1.000 000 6.4 1,000 000 ®
20! 10.7 1,000 000 & 5.8 1,000 000 S '
21 5.6 1,000 057! .3 3.8 1,000 000 »
22 5.61 ,999 9431 o 1.7 1,000 000 >
23 4,0 1.000 000 & - .6 1,000 000
;;» 3.2 i.ooo 000 3 - 4,1 1,000 000 o
25 f's 1'888 888 > - 10,2 1,000 000 =3
» . - 25 5 0999 998 e
g; 1.0 1,000 000 2 -245,2  ,999 858
+4 1.000 000 & -318,8 .999 760
29|- .1 1,000 000 o -334,3  ,999 734 X
30|- 1.1 1,000 c00 = 8 -386.6  ,999 646
;é = 3;.; i.ooo 000 - -401,3  ,999 619 § o
. +.000 000 -435,1 +999 552 >
22 :123.1{ .399 990 -447,5 +999 527 ¥ 9
24| 1ss.1 .933 g;f -471.6 . 999 474 9
36(-237.9  .899 866 -2253 '399 306 B
J . N - . « 999 306 L]
gg _-532.9 999 864 § -684,9  ,998 893 9
39 —295'2 ggg 322 &9 8040 998 477
401-339,4  ,999 741 oo
42)-366,5 .999 682 3
43|-374,9  ,999 667 &
44|-389,8 1999 641 8 .
22 :223.3 .ggg gég Wie in Tabelle 2 tauchen hier zwei
po -468.3 -999 260 E}genzerig auf, die-so nahe bei=
! . . eina
as| 8175 ‘o8 Lo nderliegen, dafl das Programm

s@e als doppelt interpretiert.

Die Mechengenauigkeit fiir doppelte
Eigenverte ist aber gegenilber ein=
fachen vermindert.



2.5.2 RAUMLICHE FILTERUNG

In Tabelle 4 sind die Winkelgeschwindigkeiten und die
Dimpfungsraten filir die zonalen Wellenzahlen k = 1 und k = 7
fiir das System mit rdumlicher Filterung (also mit der
Verfahrensmatrix B"(at) (50)) aufgelistet.

Der benutzte Filter ist der 7. Ordnung aus Tabelle 1
(Abschnitt 1.,3).,

Gegeniiber Tabelle 3 sind z.T. erhebliche Unterschiede
erkennbar.,

Fiir Wellenzahl k = 7 ist die Aufteilung in die drei Klassen
(eastward gravity -, Rossby type - und westward gravity modes)
wieder allein mithilfe der Winkelgeschwindigkeiten mdglich,
bet k = 1t muf man die Form der Eigenvektoren hinzuziehen.

Dabei ergibt sich, daB die modes 16 und 31
(von k = 1) reinelarmmodes sind, die annihernd
weggedidmpft werden,

Demnach lautet die Aufteilung so:

k=1 k=7
westward
gravity modes t-15 1-13
Rossby - -
type modes 17=-30 14-26
eastward 32-48 | 27-39
gravity modes
nicht klassi= -
fiziert 16,31

Vergleicht man die Form der Eigenvektoren und die
Winkelgeschwindigkeiten des Systems mit und ohne
rdumliche Filterung (also die Tabellen 2 und 4 sowie
die Abbildungen 3 und 4) miteinander, so stellt man
fest, daB die nichtkleinskaligen modes im Wesentlichen
einander entsprechen und einer Ddmpfung mit einem
Faktor zwischen 0.999 und 1.000 ausgesetzt sind

(siehe Tabelle 5).

Die nichtkleinskaligen modes werden nur schwach
gedimpft; dabei werden die gravity modes stdrker
in Mitleidenschaft gezogen als die Rossby type
modes.,

Die Dampfungsraten fiir k = 7 sind kleiner als die
fir k = 1, weil der Zonalscale der kleineren
Wellenzahl k = 1 gréBer ist als der von k = 7.
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TABELLE 4

Winkelgeschwindigkeiten p. und Diémpfungsraten {u.| der
physical modes der GrdBe der p. nach absteigend
sortiert filr die zonalen Wellefizahlen k = 1 und k = 7
filr das System (50) mit Pol-Chopping und rdumlicher
Filterung mit dem Filter 7. Ordnung aus Tabelle 1.

NDie pj sind mit 1770 sec_] zu multiplizieren, die o] sind
dimensionslos.

i kK = 1 k.= 7
Pj (W5 Pj !

1| 572.9 .932 150 629.1 .984 815

2| 410.% .995 696 545.1 .986 270

3| 406,0 .978 998 513.5 921 848 =
4| 397.1 .998 119 ® 507.1 .988 521 &
5| 392,0 .925 545 X 472.0 .996 936 J
6| 373.2 999 726 O o 455.4 794 945 & o
7 340, 2 .999 974 Y 442,6 «999 770 m%
8| 337.8 .812 293 v 8 401.2 .587 316 P 2
9| 296.8 .999 936 & F 400.6 .999 996 ®
10 255.9 624 974 g 372.5 .323 661 §
11| 249.7 .999 997 o 3441 .999 999 3
12| 205.6 1.000 ool 3 330.3 .092 689 3
13| 1s1.0 .336 287 276 .5 1.000 000

14| 144.2 1.000 000 19.3 1.000 000
15] 109.5 __ ,159 044 ___ ___| 11.6 .999 999
18] 36.8_ __Lol8 924 7.9 .999 991 ®
171" °12.1° " 17000 000 T 5,8 .999 397 o
18 9,7 .998 685 3.9 .999 694 &
19 6.7 .938 401 3,7 .952 512 ©
20 5.7 1.000 008 9 3,5 .997 543 N
21 4,0 .998 465 o 3,5 .937 098 *
22 4.0 .999 939 - 1.0 .024 000 >
23 3,1 .999 389 © - 1.6 .197 378 'a
24 2.0 999 911 N - 3.2 867 261 B3
25 1.2 .999 910 * - 6.5 .460 813 &g
26| - 1.1 L9538 262 ™ - 14,0 .705 608 2
270~ 3.9 .073 662 '8 ~245,2 1.000 000
28~ 4.4 «255 163 33 -334,7 <999 999

29| - 7.4 .503 920 = ® -352,6 .092 897
30[-19.4 __ .717 946 S -397.3 .326 589 2
311-.36,8_ _ 018 909_____ "’ -401,2 .999 935 °®
32[- 37.3 .872 237 -437.7 .599 231 &
33|- 38.4 1.000 000 -447,2 .999 239 &2
34| -108.7 .153 623 -433,3 .995 544
35(-168.1  1.000 000 ~504.2 814 642 S B
36 [ ~176.7 .334 338 o ~524,2 990 409 3
37| -221.3 .93l 667 X -543,2 .933 359 ®
38| -233,9 .620 481 -591,2 .987 567 &
39(-239,9 1,000 000§, -697.3 .984 767 ©
40| -290.7 .809 569 Y

41| -295.4 .999 993 WO

42| -341.3 .999 987 & F

43(-361,0 «942 349 3

44| =-375,2 .999 663 ®

45| -400.3 .997 616 §

46| -413.6 .985 631

471 -423,3 «e995 421

43| -617,3 +379 046
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TABELLE 5

Nummern der modes der Systeme mit und ohne
rdumliche Filterung, die einander in Form und
Winkelgeschwindigkeit entsprechen. (Bei der
Form ist zu beachten, daB die modes nur bis
auf eine komplexe Konstante eindeutig bestimmt

sind.)
k =1 k =7
ohne mit ohne mit
rduml, Filterung rduml.Filterung
4 4 7 7
6 6 9 9 westward
8 7 IR 11 gravity
10 9 _3 13_____ modes ___
12 11 TT1g T4
13 12 16 15 Rossby
N - P 14 _____ 18 16 type
ig 77 (20 17) modes
211 20 2l 18) e
221 22 27 27
(24_______23) _____ 29 28 eastward
32 33 31 31 gravity
34 35 33 33 modes
37 39
39 a1 ! Diese Eigenwerte sind mit
41 42 mit verminderter Genauigkeit
43 44 berechnet,

Die Anzahl der bad Rossby type modes erhdht sich
durch die Hinzunahme der rdumlichen Filterung
(fir k = 1 sind es die modes 26-30, fir k =7
die modes 22-26), jedoch werden sie alle ebenso
wie die anderen kleinskaligen modes erheblich
geddmpft.

Die Pol modes sind im Wesentlichen verschwungen,
lediglich die Nummern 1 und 48 von k = 1 gehdren
weiterhin in diese Klasse.

Als Resultat erhilt man mithin: Durgh die rdumliche
Filterung werden die nichtkleinskaligen modes
weder was die Form noch die Winkelgeschw1pd1gke1t
angeht gedndert; ihre Amplituden werden im
Wesentlichen nur um den Faktor vermindert, der

sich aus ihrem Zonalscale ergibt.

Die Lirmmodes, insbesondere die pad_Rossby.type
modes, werden in ihrer Form und in 1hrer W1le1=
geschwindigkeit verdndert und erheblich gedampft.
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2,6 EINGESTREUTE FILTERUNG

———— o ——— = S =S W - - - e s W
ey meiiuipemurniirimmuegies P g g i

Das lineare Eigenmode-Konzept funktioniert streng nur dann,
wenn die Verfahrensmatrix zu jedem Zeitschritt die gleichen
Eigenvektoren besitzt, also insbesondere dann, wenn die
Verfahrensmatrix zu jedem Zeitschritt identisch ist.

Fiir den Fall der ridumlichen Filterung bedeutet dies, dal
nach jedem Zeitschritt gefiltert werden muk.

Dies tut man aber nicht, da man die Erfahrung gemacht hat,
daB man m-mal das Verfahren anwenden und dann einmal filtern
kann. In Matrixschreibweise drlickt sich das aus als

(5 P BLt)”

Dieses Matrizenprodukt kénnte man als neue Verfahrensmatrix
auffassen und deren Eigenwerte und =-vektoren berechnen.

Dies funktioniert aber nur dann, wenn der Filtertakt m

eine Konstante ist. Der in Abschnitt 4 vorgestellte Anwendungs=
modus arbeitet aber mit einem Filtertakt, der eine Funktion

der Rauhigkeit des Geschwindigkeitsfeldes ist.

Ein Ausweg bestilinde, wenn es einen Satz gibe, der es einem
gestattet, aus den Eigenwerten von

(5 2 und B(st)

die der Produktmatrix zu berechnen.
Einen solchen Satz gibt es aber nicht.

Nun hat sich im vorangehenden Abschnitt gezeigt, daf die
nichtkleinskaligen Eigenvektoren durch die Anwendung der
nunerischen Filterung kaum verdndert werden. Fiir diese hat
man: Ist v ein nichtkleinskaliger Eigenvektor von B(at) zum
Eigenwert u, so ist v auch Eigenvektor von

(5 2 B(at)

zu einen Eigenwert s.

Fir die m-fache Integration mit einmaliger Filterung erhilt
man fir v:

[(§ 9 Blat)™v

[[( D Blat)1-B(at)™ M1y

m=1
:5,u .

Damit'hat man: Durch die eingeschobene Filterung werden
die nichtkleinskaligen modes der verschiedenen Klassen

(gravity-, Rossby type modes) weder untereinander noch mit
den Ldrmmodes vermischt.
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ABSCHNITT 3

EXPERIMENTE MIT BAROTROPEN MODELLEN
00000000000000000000000000000000aga

3.1 Eigenschaften der beiden Schemata NEK und ARA
3.2 Experimente mit dem Schema NEK

3.3 Experimente mit dem Schema ARA
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3,1 EIGENSCHAFTEN DER BEIDEN SCHEMATA NEK UND ARA

- — . = T > W S G S A w UM WS NS TR WA TR WS GRS T ST e M e A= S S ST T R NDT
oGS P SR R e skt

Es werden wiederum die zwe idimensionalen shallow-water-
equations in der ImrulsfluBform auf der Hemisphire benutzt,
im Gegensatz zu (52) diesmal aber nicht in der linearisierten

Fassung:

1

(Qu)t * R cosy [(Qu-u), + (va-u-cosq))?]
- Ovif + %tany] + ifzggﬁr 0, =0

(72) (El)v)t + i_E%Eﬁ_[(¢u'v)A + (v v cosp))
+ ®uff + %tan?] + % 0, = 0
% ¢ ﬁ?g%;?;[(Qu)A + (Ov: cose)) =0

In digsem System hat man als vertikal integrierte kinetische
Energie Ek und als potentielle Energie Ep:

1
E, = 73 ‘¢uz + Pv?
(73)
= 1
E, = 28 J¢2

wobei die Integration iiber die Hemisphire zu erstrecken ist.

D1§k?etlsiqrt man in (72) die rdumlichen Ableitungen, multi=
pllz}erg die Bewegungsgle ichungen mit u bzw. v sowie die
Kont1nu1t§tsg1e}chung mit § und integriert den so entstandenen
ﬁ:id;ggi iiber die Hemisphire, so erhilt man Energiegleichungen

d
I Bt - C(Ek'Ep) =0
(74)

d
T 5 + E(Ek.EP) =0
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Dabei steht @ flr den Ausdruck, der aus den
Advektionstermen hervorgeht,und C(&, ,E_) bzw, e »E_)
ist aus den NDruckgradient- bzw, Wivérg@nzterm k*"p
entstanden,

Im Grenzfall 62,59 = 7 gilt
(75) C(Ek'Ep) = b(Ek,Ep) = jdiv[¢~($]}¢ #+ Konstante

Im diskreten Fall untcrscheiden sich die beiden
Ausdriicke C(Ek,E ) und E(E s£ ), aber man kann
annehmen, dall” si® monoton it? dem Betrag des
diskretisierten Integrals in (75) wachsen, d.h,

ist die (diskrete) Divergenz des Impulsflusses
betragsmdfig klein, dann sind auch die Umwandlungs=
terme klein, widhrend eine grofle Impulsfluldivergenz
auch grofle Umwandlungsterme nach sich ziehen kann,

Fiir die rdumliche Diskretisierung werden zwei Schemata
benutzt:

ﬁies Schema arbeitet auf dem nichtversetzten Gitter
(55) und hesitzt folgende Eigenschaften:
- d _
(76a) dt( B ¥ Ep ) =0
0

(76b) Q =

8763) hedeutet Energieerhaltung und (76b), daf die
iskreten Advektionsterme in (74) keine Energie

senke oder -quelle darstellen,

NEK entspricht dem in Abschnitt 2.3 verwendeten
Verfahren., (Fur Details, siehe Paschen (1979)).

2. Schema ARA

NDas ARA-Schema stammt von Azgkawg (197@) und ]
wird auf einem versetzten Gitter integriert (B-grid).

Es besitzt als Eigenschaften

(77a) (B, +7,) =
(77b) 2 = 0
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. : u
(77¢) Ist die Strdmung divergenzfrei ( d1v(¢(v))=0)
so gilt

g—_- 2 =
It lk k Ek(k) 0

und die Stromung bleibt divergenzfrei!

Dabei ist iiber alle aufgeldésten zonalen )
Wellenzahlen k zu summieren. Ek(k) steht fur
die meridional gemittelte Energie der zonalen
Wellenzahl k.

Streng gelten die Erhaltungseigenschaften (76) und (77)
nur dann, wenn die zeitlichen Ableitungen nicht
diskretisiert sind. Erfahrungsgemdf bleiben die
Erhaltungseigenschaften aber auch fiir endliches at
gultig.

Man kdnnte nun meinen, daf die Erhaltungseigenschaft
(76a) ( = 77a) zusammen mit der Neutralitidt des Leap
Frog-Verfahrens die Stabilitdt der Integration fir
beliebig lange Zeit garantieren sollte. Dies ist aber
nicht der Fall.

Zur Sicherstellung der Neutralitdt des Leap Frog-
Verfahrens ist ja eine Zeitschrittbeschrinkung ('"CFL-
Kriterium") zu beachten, die schematisch von der
folgenden Form ist:

AvY
(78) At £ Ck' P ¥

Dabei ist C, eine wellenzahlabhidngige Konstante,
o im Wesentlichen der Betrag der Geschwindigkeit
und s¥ das rdumliche Inkrement.

Solange die Strdmung annidhernd divergenzfrei ist,
findet eine nennenswerte Umwandlung von potentieller
Energie in kinetische Energie wegen (74) sowie
(76b) bzw. (77b) nicht statt; die kinetische Energie
selbst ist wegen (76a) und (77a) anndhernd
zeitlich konstant, d.h. die m-Werte in (78) bleiben
beschrinkt und das CFL-Kriterium weiter erfiillt.
Wichst aber die divergente Stromungskomponente an,
so kann die kinetische Energie =-und damit 2 in (78)-
auf Kosten der potentiellen Energie anwachsen. Auf
diese Weise kann (78) lokal ungiiltig werden und das
anfingliche stabile Verfahren platzen.

1Dies gilt nicht streng. Genau formuliert gilt nur:
Ist die Strdomung divergenzfrei, so sind die
shallow water equations und die Vorticity-Gleichung
dquivalent. Fiit letztere hat Arakawa ein Schema
angegeben mit der Eigenschaft (77c). Fiir die shallow
water equations wird eine analoge Diskretisierung
benutzt. Die Erfahrung zeigt, daB auch diese die
Eigenschaft (77c) besitzt.
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(78) kann auch dadurch ungiiltig werden, daf es

zu unrealistischen Verschiebungen kinetischer Energie
im Spektrum kommt, denn (78) mul ja fiir jede Wellen=
zahl einzeln erfiillt sein.

In der Produktion von Impulsfluldivergenz und in

der Verschiebung von Energie innerhalb des Spektrums
der kinetischen Energie unterscheiden sich die beiden
benutzten Schemata NEX und ARA:

NEK besitzt den aliasing effect: Durch die quadrati=
schen Advektionsterme wird ein -an sich korrekter-
Energieflul hin zu Wellenzahlen unterhalb der Modells=
aufldsungsgrenze beschrieben, DNa diese Wellenzahlen
vom Modell nicht "begriffen" werden k&énnen, wird die
ihnen zugeflossene Energie anderen Wellenzahlen ober=
halb der Aufldsungsgrenze zugeschlagen. (Siehe z.B.
Mesinger/Arakawa, 1976)

Bei diesem Vorgang wird insbesondere auch divergente
Energie produziert (siehe Abschnitt 3.2).

Bei ARA werden dagegen durch die rdumlich diskretisiers=
ten Advektionsterme kaum divergente Anteile erzeugt.
Da3 auch bei diesem Schema im Zuge der zeitlichen
Integration die divergenten Komponenten anwachsen,

ist zuriickzufithren auf die zeitliche Diskretisierung,
auf das Pol-Chopping und auf Imbhalancen im Anfangs=
feld.

Die Eigenschaft, dal im Falle der Divergenzfreiheit
der Strémung die kinetische Energie eine Erhaltungs=
grifle ist, bedeutet wegen

Ek = ; Ek(k)

daB die Fliche unter dem Spektrum der kinetischen
Energie eine zeitunabhingige Grdle ist.

Durch den aliasing effect widchst bei NEK
das Spektrum am unteren Auflésungende an und das
Spektrum wird flacher, ohne daB sich die Fldche unter

dem Spektrum indern mifite,

Bei ARA gilt noch zusidtzlich (77c), d.h, nicht nur
die Fliche ist konstant sondern auch der Scbwerpunkt.
Daher ist ein Anwachsen der Energie der kleinen
Skalen nur langsam mdglich und die ursprﬁng}lche
Steigung des Spektrums wird nur langsam kleiner,
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Beide Integrationen wurden mit einer rdumlichen
Auflsdsung von 5.6° zonal wie meridional und einem
bei 65°N beginnenden Pol-Chopping durchgefiihrt.
Der Zeitschritt betrug 8 min.

Als Anfangsfeld wurde die Topographie der 500 mb-
Fldche am 2.1.1976, 12,00 GMT mit dem daraus
approximierten geostrophischen Wind benutzt (siehe
Abbildung 5).

Das 500 mb-Feld wurde aus DWD-Daten gewonnen durch
Interpolation auf die beiden benutzten Gitter.

Da diese verschieden sind, sind unterschiedliche
Interpolationen und Ableitungsdiskretisierungen
(zur Berechnung des geostrophischen Windes) erfor=
derlich, was dazu filhrt, daf hemisphdrische Parameter
wie etwa die eddy kinetische Energie zu Beginn der
Integrationen nicht ilbereinstimmen,

Um sicherzustellen, dal die Programme keine Fehler
enthalten, wurde zu Testzwecken mit beiden Schemata
ja eine Rechnung mit der Rossby-Haurwitz-Welle 4
durchgefithrt, von der man weil, daRl sie von den
‘shallow-water-equations unter Erhaltung der Form
lediglich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

um den Pol gedreht wird. In beiden Rechnungen wurde
die Form der RH-Welle tatsdchlich liber einen Zeitraum
von 20 Tagen konserviert, obwohl sich gegen Ende

-insbesondere bei NEK- Aufrauhungserscheinungen
zeigten,

ABBILDUNG 5 Das 500 mb-Anfangsfeld fiir die barotr&pen
56 NEK- und ARA-Rechnungen (2.1.76,12,00 GMT)



3.2 EXPERIMENTE MIT DEM SCHEMA NEK

Alle Integrationen, lUber die in den folgenden Abschnitten
3.2 und 3.3 berichtet wird, beginnen mit dem in Abschnitt 3.1
angegebenen realistigchen Anfangsfeld,

Als Vergleichsexperiment wurde eine Rechnung (mit der Kennung
NEK-V) ohne zeitliche und rdumliche Filterung aber mit
Pol=-Chopping durchgefiihrt. Sie blieb 7 Tage numerisch stabil
und "platzte'" zwischen dem 7, und 8. Simulationstag.

In Tabelle 6 sind die hemisphidrischen Parameter Gesamtenergie E,
eddy kinetische Energie K_, zonale kinetische Energie X,,
Engtrophie En und mittleré quadratische Divergenz D tigiich
aufgelistet.,

Die Energiewerte bleiben wihrend der ersten 6 bis 7 Tage
grdfenordnungsmdfig gleich, obwohl man fiir die Gesamtenergie
ein zwar nur kleines aber stetiges Anwachsen beobachtet. Das
sinkende Verhdltnis Kg/X, deutet auf eine zunehmende Zonali=
sierung der Strdmung. Die mittlere quadratische Divergenz
sinkt zunichst auf 60% des Anfangswertes ab, um dann vom

3. Tag an wieder kontinuierlich zu wachsen. Am 6. Tag betrigt
der Wert das 6-fache des urspriinglichen Wertes, was auf das
bevorstehende Ende hinweist, wihrend die Energiewerte noch

normal sind.

Die Darstellung der Entwicklung des Q-Feldes (Abb. 6) zeigt,
dal die Rechnung schon nach wenigen Simulationstagen
meteorologisch unsinnig wird. Am Pol und in dem Streifen,.in
dem nach Norden hin das Pol-Chopping einsetzt, entsteht eine
sich rasch verstirkernde Scharung von Isolinien.

Einen detaillierteren Eindruck vom Ablauf des Pro;esse§
gewinnt man, wenn man das Impulsfeld zerlegt in eine d;vergenz=
freie und in eine rotationsfreie Komponente. Diese beiden
Komponenten kann man ebenso wie die Gesamtstrdmung einer
spektralen Energetik unterwerfen. '"Spektral” bedeutet hier,

daB das Impulsfeld zonal in die Fourierreihe enty1gke1t wird
und die so entstandenen Fourierkoeffizienten meridional

gemittelt werden,

der Gesamtstrdmung werden als G-Spektren
bezeichnet, die der divergenzbehafteten Komponenten
als D-Spektren und die der rotationsbehaiteten
Strémunskomponente als R-Spektren.

Die Spektren
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TABELLE 6

Die zeitliche Entwicklung verschiedener hemisphdrischer
Parameter im Experiment NEK-V.

Die Bedeutung der Abkirzungen:

E - Gesamtenergie (in 105 J/mZ)

XK. - eddy kinetische Energie (in 105 J/mz)

K. - zonale kinetische Energie ( " )

D - mittlere quadratische Divergenz

En - Enstrophie

Zeit 1n E

K., |K,:K D
Tagen En Kg z | %g'X%y
0 1567.97 303310“10 3028 2083 1.10 2.8310‘12

1 156799 | 2.97,,-10 | 3,16 | 2,78 | 1,14 | 2.49,,-12
2 1568.02 | 2.91,4=10 | 2.98 | 2.86 | 1.04 | 2,86, =12
3 1568.05 | 3.02,,-10 | 2.86 | 3.07 | 0.95 | 4.40,,-12
4 1568.15 | 3.21,4-10 | 2.84 | 3,25 | 0,87 | 7.80,,-12
5 | 1568436 | 3.48,,=10 | 2.84 | 3.26 | 0,87 | 1.13,4=11
6 1568476 | 3479,,=10 | 2,96 | 3.34 | 0,89 | 1,77,,=11
7 1570036 | 3.92,,-10 | 3.37 | 3.88 | 0.87 | 1.,38,,-10

Die G- und R-Spektremn stimmen in der Regel gut iiberein,
da die Amplituden der divergenten Komponenten um eine
GrdBenordnung kleiner sind. Daher wird das R-Spektrum
in den folgenden Abbildungen aus Griinden der Obersicht=
lichkeit nicht mit dargestellt.

In Abbildung 7 sind die G- und D-Spektren im Tagesabstand
fiir das Vergleichsexperiment NEK-V in doppellogarithmi=
scher Darstellung aufgetragen. -

Fir Wellenzahlen k # 8 weist das G-Spektrum des Anfangs=
zustandes annihernd eine Steigung von -3 auf und das

D-Spektrum ist filr jede einzelne zonale Wellenzahl um
eine GrdBenordnung kleiner.

Innerhalb der n#ichsten 3 Tage veridndern sich die Formen der
Spektren erheblich. Die Steigung des G-Spektrums betrigt nur
noch ca. =1.2, Fiir Wellenzahlen 5 * k # 15 ist das G-Spektrum
kleiner und das D-Spektrum gréSer geworden.

Die Unterschiede zwischen dem R- und dem G-Spektrum werden
deutlicher (nicht gezeigt).

Dieser Prozell setzt sich bis zum 6. Tag fort; die Spektren
werden immer flacher, letztendlich sind sie fast "weiB".
Wdhrend die divergente Komponente mit der zonalen Wellenzahl

k = 0 von Beginn an widchst, wird nach dem 6, Tag auch den
anderen langwelligen divergenten Komponenten Energie zugefilhrt,
so daB diese am 7. Tag grbBenordnungsmifig mit den
entsprechenden Rotationskomponenten iibereinstimmen. S8
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ABBILDUNw 7

Rdumliche Spektren der kinetischen Energie der Gesamtstrimung
(G-Spektrum) und der divergenten Komponente (D-Spektrum) auf der
Basis von zonalen Fourier-Analysen mit nachfolgender meridionaler
Mittelung.,

Symbole: at G-Spektrum, + ! D=Spektrum

Die Darstellung ist doppelogarithmisch. Die Vertikalachsen sind

mit log E, (k) dimensionslos beschriftet, die Horizontalachsen

mit der z%nalen Wellenzahl k.

Die eingezeichnete Gerade zeigt den erwiinschten aber nicht eingetres=

tenen (-3)-Verlauf,
NEK-V
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Es hat sich der ProzeB offenbar so abgespielt:

Zundchst wurde als Folge des aliasing effect sowie der
verschiedenartigen Behandlung der quadratischen Terme innerhalb
und auflerhalb des Bereichs des Pol-Chopping die Energie der
kleinskaligen Komponenten angefacht. Dadurch flacht das
G-Spektrum ab. Als Folge davon wachsen die divergenten
Komponenten mit mittleren Skalen und schlieBlich die grofi=
skaligen divergenten Komponenten. Dabei entstehen lokal

grofle Geschwindigkeiten und das CFL-Kriterium (78) wird

an einzelnen Gitterpunkten verletzt, was (lineare) Instabilitidt
nach sich zieht,

In diese Interpretation passt auch der Sachverhalt, daB zwar
die Rechnung mit realistischem Anfangsfeld nur 7 Tage stabil
bleibt, aber die mit dem Rossby-Haurwitz-Feld mindestens 20
Tage. Im RH-Fall sind ausschlieBlich grolskalige Komponenten
vorhanden und die quadratischen Terme produzieren nur einen
kleinen Energiefluf zu den nichtgrofskaligen Komponenten.
Als Folge davon findet kein nennenswerter aliasing effect
statt.

3.2.2 ZEITFILTERUNG [NEK-Z1/Z2]

Durch die Hinzunahme eines Zeitfilters #dndert sich qualitativ
nichts. Es gelingt nur, den Proze der Zerstdrung der
Rechnung zu verlangsamen,

Im Experiment NEK-Z! mit kleinem Zeitfilterkoeffizienten

r = 0.005 wird die Rechnung am Ende des 10, Tages (linear)
instabil, in NEK-Z2 mit "normalem' Koeffizienten r = 0.05
bleibt die Rechnung sogar linger als 10 Tage stabil. .
Dafl tatsichlich nur eine Verlangsamung vorliegt, zeigt die
Entwicklung der hemisphdrischen Parameter (Tabelle 7).

Die Spektren und Q-Felder entsprechen denen von NEK=-V zu
etwas fritheren Zeitpunkten (nicht abgebildet).

Un die Wirkung der ridumlichen Filterung zu_untersuchen, '
wurden insgesamt 5 verschiedene Konstellationen gerechnet:

Kennung | Filterordnung Filtertakt

NEK-F4 4 15

NEK-F5 5 15

NEK-F6 6 15

NEK-F7 | 7 15 61
NEK-F6' | 6 60




TABELLE 7

Die zeitliche Latwicklung verschiedener hemisphdrischer
Parameter in den Zeitfilterexperimenten NEK-Z' und NEK-Z2,

Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6 erlédutert.

NEK=Z! [r = 0.005]

il A L B S LT
3 1568,08 | 2.91,,-10| 2.86 |3.07 | 0,93 |2.73,,-12
5 1568.33 | 3.21,,-10 | 2484 [3.26 | 0,87 |7417,0-12
7 1570.00 | 3.77,,-10| 3,29 |[3.72 | 0,88 |1.52,0-11
9 1582,32 | 4.21,,-10 | 5.84 | 6.72 | 0,87 |5.15;4-10

NEK-22 [r = 0.05]

%:éznln E En Kp K, |Kgik, D
3 1568402 | 3.02,5-10 | 2485 | 3406 | 0493 [3.06;,=12
5 1568,20 | 3.49,,-10 | 2,81 |[3.24 | 0.87 [5.47,4-12
7 1568.54 | 3.83,,-10 | 2,98 |3.22 | 0.93 [1.89,,=11
9 1571.97 | 4.56,,-10 | 4,12 4,18 [ 0.99 [2.05,,+10

Durch ein Versehen sind die in diesem Abschnitt auftretenden
hemisphirischen Parameter, Spektren und 0-Felder gerade zu
solchen Zeitpunkten berechnet worden, denen eine Filterung
unmittelbar voranging. Daher sind die Spektren gegeniiber einem

mittleren Zustand zu steil, die §-Felder zu glatt und die
Divergenzen zu klein,

Die Auswertung der zeitlichen Entwicklung der hemisphirischen
Parameter der Experimente F4 bis F7 mit der 2-stindigen
Filterung (siehe Tabelle 8) ergibt, dal die Experimente F4 bis
F6 innerhaldb der ersten 9 Simulationstage stabil bleiben und
dal F7 vor der Instabilitidt steht, wie man deutlich an der
angewachsenen uwesamtenergie sieht,

Die zeitliche Entwicklung der mittleren quadratischen Divergenz
D weist darauf hin, daR F4 auf Dauer stabil bleiben wird und
dal bei F6 irgendwann Instabilitdt eintreten wird. Filir F5 steht
noch ein zusidtzlicher Divergenzwert fiir den 10, Tag zur Verfiigung:
8¢37,,-13; dies 148t vermuten, daf FS3 stabil bleiben wird.

Demnach ist die Technik der rdumlichen Filterung nur in den
Experimenten F4 bis F6 in der Lage gewesen, ihren eigentlichen
Iweck -die Erzwingung der nunerischen Stabilitdt- zu erfilllen.
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TABELLE 8

Die zeitliche Entwicklung verschiedener hemisphirischer Parameter
in den Filterexperimenten NEK-F4 bis F7 bzw., Fé6',

Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6 erliutert.

NEK-F4 [Filter 4., Ordnung alle 2 Stunden angewandt]

Zeit in

Tagen E En KE KZ KE:KZ D
3 1567.02 1.56,,-10 1.99 | 3.00 | 0.66 |8,39, -13
5 1566479 | 1,23,,-10 | 1.56 | 3.20 | 0.49 16,37,,-13
7 1566.64 | 9,90,,-11 | 1.32 | 3.15 | 0.42 |¢,56,,-13
9 1566.53 1.16 3.19 0.36

NEK-F5 [Filter 5. Ordnung alle 2 Stunden angewandt]

Zeit in
Tagen E En KE KZ KE:KZ D
3 1567.24 1.3110_16 2.17 3,04 0.71 1,02, ,-12
5 1566.99 1.74 3,24 0.54
7 1566.82 1.48 3,19 0.46
9 1566.70 1,28 3.23 0.40

NEK-F6 [Filter 6., Ordnung alle 2 Stunden angewandt]

Zeit in

Tagen E En Kp KZ KE:KZ D
3 1567.39 | 1.98,,-10 | 2.29 | 3.06 | 0.75 |1,24,,-12
5 1567.14 1,60,,-10 1.87 3.25 0 38 1.51,,-12
7 1567.04 | 1.33,,-10 | 1.68 | 3.22 | 0.52 |6.,13,,-12
9 1567.31 | 1.17,,-10 | 1.67 | 3.29 | 0.51 | 2,59,,-11

NEK-F7 [Filter 7. Ordnung alle 2 Sturden angewandt]

%:;:nln _E - En 'KE KZ KE:KZ D
3 1567.93 2.12,,-10 2,37 3,07 0.77 1.51,,-12
5 1568.01 1.75,,-10 1.99 3,25 0.61 2.90,0,"12
7 1568.,56 1.54,,-10 2,00 3.31 0.60 3,25,,"11
9 1571.71 3,35 3.56 0.94

Die fehlenden Divergenz- und Enstrophiewerte in den Experimenten
F4, F5 und F7 sind als Folge eines technischen Fehlers verloren

gegangen,

Fortsetzung auf der nichsten Seite !
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TABELLE 8 , Fortsetzung von der vorangehenden
Seite

NEK-F6' [Filter 6. Ordnung alle 8 Stunden angewandt]

%:;:nin E En KE KZ KE:KZ D
3 1567.54 2.14,,-10 2,39 3,07 0.78 3.40,,-12
5 1567.49 1.73,,-10 2.02 3.26 0.62 1.04,,-11
T 1570.91 1.80,,-10 2.90 4.83 0,60 2.8710-10
9 — - instabil - -

ABBILDUNG 8

Die Topografie des Fliissigkeitsfeldes (®-Feld) uud die
rdumlichen Spektren der kinetischen Energie der Gesamtstrémung
(G-Spektrum) und der divergenten Komponente (D-Spektrum)

nach 7 Simulationstagen in den Filterexperimenten NEK-F4 und
NEK'F? .

Zur Beschriftung, siehe Abbildung 7.
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Die Auswertung von Tabelle & ergibt weiterhin, dal die Gesamt=
energie, die eddy kinetische Energie und die Enstrophie mit

der Zeit kleiner werden. Der Verlust ist dabei umso grifer,

je kleiner dis Filterordnung ist. Andererseits ist eine Zunahme
an zonaler kinetischer Energie im Mittel festzustellen, die
umso stdrker ist, je grofler die Filterordnung ist, Diese
Gegenldufigkeit fihrt dazu, daR das Verhdltnis von eddy und
zonaler kinetischer Energis im Laufe der Zeit immer kleiner
wird und zwar monoton mit der Filterordnung.

Durch die rdumliche Filterung ergibt sich als (unerwiinschter)
Nebeneffekt, dal dem System in erheblichem Male eddy kinetische
Energie und Enstrophie entzogen werden. Nach 7 Simulationstagen
sind es in den Experimenten F4 bis F7 zwischen 39 und 60% der
eddy kinetischen Energie und zwischen 46 und 67% der Enstrophie.

Un den indiskutablen Energieverlust zu umgehen, wurde das
Filterexperiment F6' durchgefiihrt, in dem alle 8 Stunden
(anstatt 2) mit dem Filter der Ordnung 6 gearbeitet wurde.
Durch diese seltenere Filterung wird der starke Energieverlust
zwar etwas vermindert, allerdings schnellt die Divergenz

hoch und die Integration ist nach 9 Tagen geplatzt.,

In Abbildung 8 sind die ¢-Felder sowie die G- und D-Spektren

fiir die Experimente F4 und F7 nach 7 Simulationstagen darge=
stellt, Fiur F4 ergibt sich, dal die starke Scharung der Iso=
linien in dem Bereich, in dem das Pol-Chopping einsetzt,
vermindert ist und dal das (-Feld stark zonalisiert ist. Die
divergenten Komponenten haben gegen den Anfangszustand noch
abgenommen und sind fir jede zonale Wellenzahl um mindestens
eine Gr3Benordnung kleiner als die Werte des G- oder R-Spektrums.

In F7 dagegen ist der Gradient im Bereich des
beginnenden Pol-Chopping im J-Feld wieder sehr
grof und die langwelligen divergenten Komponenten
niben zugenommen.

3,2.4 ERGEBNIS DER_NEK-EXPERIMENTREIHE

Die Auswertung der Energiespektren ergibt folgendeg
Bild: Aufgrund des aliasing effect und der.versch}eden=
artigen Behandlung der quadratischen Terme 1im Bgrelch
des Pol-Chopping und siidlich davon wird den kleinen
Skalen Energie zugefiihrt. Dies fﬁhrt zum Abflachen des
Spektrums der kinetischen Energie der Strémung, zu
falschen Wechselwirkungen und zur Produktion §1ver=
genter Komponenten. Schlieflich werden auch die
groflskaligen divergenten Komponepten.angefachy. so daf
sie grsBenordnungsmidfig so energiereich wie die
entsprechenden Rotationskomponenten werden.
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Durch die Hinzunahme der zeitlichen Filterung

tritt qualitativ keine Xnderung ein; der Prozefl der
zerstdrung der Rechnung wird lediglich verzdgert,
weil die sich als Lirm dudernden durch den endlichen
Zeitschritt hervorgerufenen computational modes
geddmpft werden,

nie riunliche Filterung verhindert das Anwachsen
des Spektruns fir die kleinen Skalen (groien
Wwellenzahlen), sofern der Filter hdufig genug
angewandt wird und er nicht zu selektiv ist. Durch
das dauernle Abschdpfen aber kann Energie von den
groden und mittleren Skalen hin zu den kleinen
Skalen fliellen, wo sie wiederum herausgefiltert
wird. Dies hat einen andauernden Verlust an
Energie und Enstrophie zur Folge, was zu einer
Verstirkung der Zonalisierung fihrt.

Wird zu selten gefiltert oder mit einem zu selektiven
Filter gearbeitet, so wird der Prozell der
Zerstdrung der Rechnung -ihnlich wie beim Zeit=
filter- nur verlangsamt.

Wenngleich es so mit Hilfe der rdumlichen Filterung
gelingt, die Rechnung lber lange Zeit stabil zu
halten, so zeichnet sich doch keine Moglichkeit ah,
mit diesen Methoden mit dem NEK-Schema eine
sinnvolle Rechnung ilber eine Dauer von 10 Tagen und
mehr durchzufithren,

3.3 EXPERIMENTE MIT DEM SCHEMA ARA

gttt el edbadietb et femeit el

- - T —— -—— -
- - - - —— - —— - - —— -

Als Vergleichsexperiment (ARA-V) wurde widerum eine
Rechnung ohne jeden Didmnfungsmechanismus mit Pol-
Chopping durchgefithrt, Nach 20 Simulationstagen
wurde die Integration abgebrochen, ohne daf es

Anzeichen fiir eine bevorstehende Instabilitit
gibe, ’

In Tabelle 9 ist die zeitliche Entwicklung der
hemisphdrischen Parameter von ARA-V aufgelistet.
dei der Gesamteneryie ist eine leichte Abnahme im
Mittel zu beobachten, die Enstrophie schwingt um
den Anfangswert, die eddy kinetische Energie sinkt
auf 75% des urspringlichen Wertes ab, die

zonale kinetische Energie steigt leicht an im
Mittel und die mittlere quadratische Divergenz
steigt ebenfalls nach einem anfinglichen starken
Abfall leicht an,

Nie Stromung zonalisiert sich.
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TABELLE 9

Die zeitliche Entwicklung verschiedener

hemisphédrischer Parameter
Die Bedeutung der Symbole

im Experiment ARA-V
ist in Tabelle 6 erlidutert,

%Zzznln E En KE KZ KE:KZ D
0 1564.12 5.40,,~10 4.13 3.23 1.28 4,74,,-12
1 1564,09 | 5.29,,-10 | 4.03 | 3.14 | 1.28 | 2.50,,-12
2 1564,11 5.26,4,-10 3.9 3.13 1.26 3,19,,-12
3 1564.,15 5.26,,-10 3.85 3.26 1.23 2.,74,,-12
4 1564,12 | 5.20,,-10 | 3.73 | 3.45 | 1,08 | 2,65,,-12
5 1564.,12 | 5.15,,-10 | 3.67 | 3.39 | 1,08 | 2,26,,-12
6 1564.08 5.17,,-10 3.64 3.26 1.12 2.67,,-12
7 1564,05 5.19,,-10 3,58 3,26 1.10 2.79,,"12
8 1564,03 5.22,,-10 3.50 3.35 1.04 3.27,,°12
9 1564.03 | 5,21 ,,-10 | 3.43 | 3,38 | 1.0l | 3.16,,-12
10 . 1564,04 | 5,28,,-10 | 3.40 | 3.31 | 1.03 | 3.30,,"12
11 1564,03 | 5.28,,-10 | 3,49 | 3.22 | 1.08 | 2.97,,-12
12 1563.99 5.31,,-10 3.54 3.26 1.09 3.54,,"12
13 1564.00 | 5.40,,-10 | 3.53 | 3.32: 1.06 | 3.43;,-12
14 1564,00 | 5.44,,-10 | 3.48 | 3,25 | 1.07 | 3.89,,-12
15 1563,98 | 5.36,,-10 | 3.38 | 3,15 | 1.07 | 3.53;,-12
16 1564.,01 | 5.35,,-10 | 3.26 | 3.24 | 1.01 | 4.17,,-12
17 1564.01 5.34,,-10 3.16 3.40 0.93 3,23,,"12
18 1563,97 5.35,0-10 3.10 3.39 0.91 3.52,0"12
19 1563.92 | 5.38,,-10 | 3.05 | 3.35 | 0.91 | 4.10,,"12
20 1564.,00 | 5.40,,-10 | 3.08 | 3.34 | 0,92 | 3.36,,712
TABELLE 10
Die zeitliche Entwicklung verschiedener
hemisphdrischer Parameter im Experiment ARA-Z
mit Zeitfilterung (r = 0.05)
Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6 erldutert.
Zeit in E En Ky |4y Kpiky, D
Tagen
5 1564.08 | 5.14,,-10 | 3.65 | 3.39 | 1.08 | 3.28,,713
10 1563.89 | 5.26,,-10 | 3,39 | 3.31 | 1.02 | 1.,22,,"13
15 1563,94 5.33,,-10Q. 3.36 3.17 1,00 6.44,,"14
20 1563,92 5.27;,-10 3.03 3,45 0.88 6.39,,-14
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ABBILDUNG 9

d-Felder sowie G- und pD-Spektren im Vergleichsexperiment
ARA-V. Beschriftung der Spektren gemdf Abb. 7

Fortsetzung auf den beiden folgenden Seiten.
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ABBILDUNG 9 Fortsetzung von der Vorseite
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ABBILDUNG 9 Fortsetzung von der Vorseite
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Die Darstellung der Entwicklung der Topografie
der Flissigkeit in Abbildung 9 zeigt, dall es
-anders als bei NEK- keine Komplikationen mit dem
Pol-Chopping gibt. Die Felder werden im Laufe der
Zeit immer unruhiger und "unsynoptischer". Auch
die zunehmende Zonalisierung ist gut zu erkennen,

In Abbildung 9 sind neben den $-Feldern noch die

G- und D-Spektren gezeichnet. Zum Anfangszeitpunkt
weisen die beiden Spektren (und auch das nicht
mitgezeichnete R-Spektrum) fiir zonale Wellenzahlen

k 2 12 anndhernd einen (-3)-Verlauf auf. Das
N-Spektrum ist fir alle zonalen Wellenzahlen um

eine GréBenordnung kleiner als das G-Spektrunm,
Dementsprechend stimmen das G- und das R-Spektrum
gut lberein,

Nach 2 Tagen sind alle Spektren bis k £ 15 annihernd
unverdndert, DNDas G-Spektrum ist fir k 2 25 sehr wenig
gewachsen, im D-Spektrum sind die Komponenten k % 1§
groler geworden, die kleinskaligsten bis zu einer
halben Gréfenordnung,

Dieser ProzeB setzt sich fort, bis das D-Spektrum
schlieBlich am 6.ten Tag annihernd "weif" ist,
Wihrenddessen werden die Unterschiede des G- und des
R-Spektrums stdrker und beide Spektren werden
flacher., Ab dem 6.ten Tag etwa ist ein Ansteigen

<

der Komponenten mit 15 £ k $ 29 im G-Spektrum
erkennbar und spidter ein Absinken im Bereich 9 £ k & 5, 70



was sich als Abflachung der Spektren ausdriickt.

Aus den Spektren wegen der logarithmischen Dar=

stellung schlecht ablesbar ist die Verminderung

der Energie der langen Wellen, die teilweise bis
zu 30% ausmacht.

Die Stabilitdt der Rechnung iiber einen Simulations=
zeitraum von 20 Tagen darf nicht zum Anlal genommen
werden zu glauben, dafl die Rechnung beliebig lange
stabil bleiben wiirde, d.h. dall es vom Stabilitdts=
standpunkt aus kein Lirmproblem gibe, Vielmehr ist
anzunehmen, daR auch dies Vergleichsexperiment
ARA-V aufgrund der als Folge des zu flachen
Spektrums auftretenden fehlerhaften Energiefliisse
im Spektrum, aufgrund der angewachsenen Komponenten
mit kleinem und mittlerem scale, des Pol-Chopping,
der computational modes sowie der anwachsenden divers=
genten Komponenten ebenso wie NEK-V instabil werden
wird, wenn man die Rechnung fotsetzen wiirde.

Es ist auch nicht so, daf ausschliefllich die klein=
skaligen divergenten Komponenten anwachsen wiirden.
Nach 2 Tagen ist ein deutlicher Zuwachs auch der
kleinskaligen Rotationskomponenten bemerkbar (nicht
gezeigt).

3.3.2 ZEITFILTERUNG [ARA-Z]

Entsprechend dem Vorgehen bei der NEK-Experimentserie
wurde eine Simulation iiber den gleichen Zeitraum von
20 Tagen mit Zeitfilterung mit einem Koeffizienten

r = 0,05 durchgefithrt (Kennung: ARA-Z).

Die Entwicklung der hemisphdrischen Parameter i§t

in- Tabelle 10 aufgelistet. Die Gesamtenergie, die
eddy kinetische Energie und die Enstrophie werden
etwas vermindert im Vergleich zu ARA-V, Dagegen
erhdéht sich die zonale kinetische Energie. _

Die mittlere quadratische Divergenz wird erheblich
verringert, was darauf hinweist, dafll die computat}onal
modes doch einen groien Anteil des entstehenden Larms

stellen.

Die O0-Felder sind deutlich ruhiger; eine Veripderung
der Spektren ist nicht ablesbar (nicht abgebildet) .



3.3.3 RAUMLICHE FILTSRUNG [ARA-F]

Um die Wirkung der rdumlichen Fil;erung Zu unters
suchen, wurden zwei Experimentserien @urchgefunrg.

In der ersten wurde bei 2-tigigem Filtertakt die
Filterordnung variiert; in der zweiten wurde_bel
Verwendung des Filters 17.ter Ordnung der Filtertakt
variiert, siehe Tabelle 11.

TABELLE 11
Ubersicht iiber die ARA-F-Experimente

Kennung Filterordnung Filtertakt

ARA-F7 7 369
ARA-F8 8 360
ARA-F9S 9 360
ARA-F11 10 360
ARA-F'180 19 181
ARA-F'9M 10 99
ARA-F'45 1 45

Im Gegensatz zum Mifligeschick im vorangehenden
Abschnitt sind die im Folgenden dargestellten ®-Felder
und die Spektren nicht Zustdnde unmittelbar nach

einer Filteranwendung. In dieser Serie wurde direkt
nach der Ausgabe der Felder, die gezeichnet wurden
bzw. aus denen die Spektren berechnet wurden, die
Filterung durchgefihrt,

Betrachten wir zunidchst die Experimente mit
der 2-tdgigen Filterung F7 bis F10,

In Tabelle 12 sind wieder die hemisphdrischen
Parameter aufgelistet, in Abbildung 10 ist noch
zusdtzlich der zeitliche Verlauf der eddy kinetischen
Energie 6-stiindlich aufgetragen,

In allen Fdllen ist filir die Gesamtenergie, die
eddy kinetische Energie und die Enstrophie ein
teilweise erheblicher Verlust zu registrieren,
Parallel dazu nimmt die zonale kinetische Energie
zu,so dall das Verhdltnis von eddy zu zonaler
kinetischer Energie von anfangs 1,28 nach 20 Tagen
nur noch minimal o0.46 und maximal 0,60 betrigt,
widhrend im Vergleichslauf V der Endwert immerhin
noch 3,92 ist,

Die Divergenz schwingt um einen Wert herum, der

ca, halb so grold wie der Anfangswert ist. Ins=

besondere nimmt sie nicht wie im Zeitfilterexperis=
ment dauernd ab.,
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Wie schon bei NEK gilt, dall der Verlust an
Gesamtenergie etc., monoton mit wachsender Filters=s
ordnung abnimmt. Abbildung 10 zeigt, dal durch eine
einzelne Filteranwendung zumindest anfangs

ein durchaus nennenswerter Betrag weggefiltert
wird., Insbesondere die Filterung des Anfangsfeldes
gibt einen deutlichen Sprung in der zeitlichen
Entwicklung der eddy kinetischen Energie.

Die Auswertung der {Q-Felder (in Abbildung 11

werden nur der jeweils 10,te und 20,te Tag der
Experimente ARA-F7 und ARA-F10 gezeigt) ergibt eine
deutliche Beruhigung gegeniiber dem Vergleichsexperi=
ment ARA-V (Abb, 9).Diese Beruhigung ist umso
stdrker, je kleiner die Filterordnung ist.

Fiir den 10.,ten Tag dhneln die Strukturen in
Abbildung 9 und 11 einander noch sehr. Dies .gilt
z.B. flir den mit "Tr' gekennzeichneten Trog

oder fiir die beiden mit T, und T, bezeichneten
Tiefkerne. Allerdings hat sich der zwischen T, und
T, liegende Riicken doch ziemlich verdndert

Die Ahnlichkeit hat am 20,ten Tag ziemlich
nachgelassen. Zwar liegt der Tiefkern noch am
Zleichen Nrt, aber die Struktur im oberen linken
Quadranten hat sich umgestellt. Diese Abweichung
nimmt mit steigender Filterordnung nicht ab, so dab
durch die riumliche Filterung die ganze Entwicklung
teilweise in eine andere Richtung gelenkt
wird., Dieser Sachverhalt entzieht sich einer
Bewertung, da ja nicht bekannt ist, welches der
p-Felder niher an der exakten Ldsung des zugrunde=
liegenden Anfangswertproblems liegt.Man kann
annehmen, daB bei einer wirklich physikalischen
Modellierung (d.h. mit Zwangsbedingungen wie etwa

drografie, Land-Meer-Verteilung) sich dieser Effekt verwischt.

Vergleicht man die Q-Felder der einzelnen FilterexXperimente
miteinander, so sieht man, daf die Felder mit steigender
Filterordnung rauher und der Wert des Tiefkerns nach 20 Tagen
kleiner wird in Ubere instimmung mit der Erwartung.

Fir die Spektren (in Abbildung 11 werden nur gie jeweils zum
10. und 20. Tag gehérigen G- und D-Spektren flir die Experimente
ARA-F7 und ARA-F10 gezeigt) gilt, dalh die Betrdge der
divergenten Komponenten anndhernd stationdr sind; nur"dle
Kleinskaligsten von ihnen sind nach 19 Tages etwas grofler

als zu Beginn, nach 20 Tagen haben sie wieder a?genommen.
Entsprechend stimmen die G- und R-Spektren gut iiberein.

Nach 10 Tagen sind die G-Spektren in den 4 Experimenten etwas
flacher als -3, nach 20 Tagen betrigt die Steigung 1n den
Experimenten F7 und F8 etwa -3, wihrend die beiden anderen
Experimente mit den Filterordnungen 9 bzw. 10 flachere Werte
erzeugen. ]

Bei genauerem Hinsehen erkennt man, Qaﬁ die verbesserte
Steigung in F7 und F8 erkauft wird mit einem Energieverlust

in den zonalen Wellenzahlen zwischen 8 und 20.
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TASELLE 12

Die zeitliche Entwicklung verschiedener .
hemisphirischer Parameter in den Filterexperi=

menten ARA-F,

Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6

erldutert.,

ARA-FT
Zeit in| £ En Ky K, | kg, D
Tagen
5 l563.71 3-8810-10 3.28 3-40 0-96 108910-12
10 1563,36 | 3.13,,-10 | 2.62 |3.33 | 0.79 | 1.89, -12
15 1563.07 2,52,,-10 2.20 3.30 0.67 1.90,,-12
20 1563.,01 2.23,4-10 l.66 3.60 0.46 1.5910-12
ARA-F3
Zeit in E En K X KK D
Tagen E z 2%z
55 1563.78 4.07,,-10 3.35 3,39 0.99 1.93,,-12
10 1563.44 3.34,,-10 2.70 3.33 0.81 2.0010—12
15 1563.,15 2.75,,-10 2.29 3.31 0.66 1.98,,-12
20 1563-10 204310-10 1.77 3.58 0049 1-7010_12
ARA-F9
Zeit in E En X K K_:K D
Tagen E Z %z
5 1563.82 | 4,19,,-10 | 3.39 |3.39 | 1,00 | 1.96,,-12
10 1563,49 3.49,,-10 2.76 3.33 0.33 1.96,,-12
15 1563.22 | 2.96,,-10 | 2.38 | 3,30 | 0.72 | 2.06,,-12
ARA-FlO
Zeit in E En K K K_:K D
Tagen E z o
5 1563l87 4.3510-10 3.44 3039 1-01 200010-12
10 1563.56 3.68,,-10 2.38 3.32 0.87 2.1810-12
15 1563.31 | 3.29,,-10 | 2.55 | 3.44 | 0.74 | 2,14, -12
20 1563.23 2.9510-10 2.08 3047 0060 109110-12
ARA-F'180
Zeit in E En X K K_:X D
Tagen E VA E'"2Z
5 1563,84 4.2810_10 3.43 3.38 1.01 1.7010—12
10 1563.45 | 3.44,,-10 | 2.77 |[3.29 | 0.84 | 1.84,,-12
15 1563.24 | 3,05,,-10 | 2.39 | 3,30 | 0.73 | 1.84,,-12
2 1563.15 | 2.74,4-10 | 1.92 | 3.51 | 0.55 | 1.67,,-12
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TABELLE 12, Fortsetzung von der Vorseite

ARA-F'90
Zeit in E En K K KX D
Tagen E Z E°"Z
5 1563.73 4.07,,-10 3,37 3.37 1.00 1.47,,-12
10 1563038 3.2710-10 2.69 3028 0081 106410-12
15 1563.15 2.80,,-10 2.28 3.32 0.69 1.73,,-12
20 1563,07 2.47,,-10 1.85 3.50 0.53 1.42,,-12
ARA-F'45
Zeit in E En X K K_ K D
Tagen E z E' "z
55 1563071 3.8910-10 3030 3-37 0098 104010_12
10 1563,32 3.08,,-10 2.61 3.28 0.80 1.50,,-12
15 1563.,04 2,60;,-10 2,21 3.30 0.67 1.58,,-12
Z() 1563.02 202310_10 1072 3.53 004’9 102110-12
ABBILDUNG 10
Der zeitliche Verlauf der eddy kinetischen
Energie 6stiindig aufgetragen flir das Vergleichs=
experiment ARA-V, das Zeitfilterexperiment ARA-Z
und die Filterexperimente ARA-F7 bis F10.
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ABBILDUNG 11

®-Felder sowie G- und D-Spektren im Filtgrexperiment
ARA-F7 und ARA-F10 (auf der folgenden Seite).
Beschriftung der Spektren: siehe Abb. 7
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ABBILDUNu 11 (Fortsetzung von der Vorseite)

®-Felder sowie G- und D-Spektren im Filterexperiment
ARA-F10. Zur Beschriftung der Spektren siehe Abb. 7

EDDY KINETISCHE ENERGIE
HEMISPHAERISCHES MITTEL

z
x
& o
o
- o I |
o0
0 2
AAA“A
=1
-2
-3
-y
-5
-6
T T | S TR IRALI
0 1 23 6 10 2030 VARIABLE PHI ZEITSCHRITT - 1800
ZONAL WAVENUMBER N ARA-F10 ZEIT IN TAGEN - 10.00

10d , ARA-F10

EDDY KINETISCHE ENERGIE

HEMISPHRERISCHES MITTEL
z
x
o (L]
o
-

o0
O b

[})

a

a ‘AA

=1
-2
-3
-4
-5
-6 ] = el e

0 1 23 6 i0 2030 VARIABLE PHI ZEITSCHRITT - 3500

ZONAL WAVENUMBER N ARA-F10 ZEIT IN TAGEN - 20.00

20d

77



Die Tatsache, daik die Komponenten mit mittleren zonalen Wellens=
-ahlen einen relativ groiden Energieverlust hinnehmen missen,
ist zurickzuldhren auf die relativ grobe Aufldsung von 5.6°.

NDa das ‘fodell nur 32 zonale Wellenzahlen beriicksichtigt,

licgen der Bereich der meteorologisch relevanten Skalen und

der kirzesten aufgeldsten Wellen recht nahe beieinander, so

dalb die durch die Filterung geleistete Dissipation lber die
nichtlinearen Wechselwirkungen unmittelbar auf die relevanten
Skalen zu wirken vermag.

Tatsidchlich besteht dieser ‘Mangel bei einem Modell mit feinerer
Au{lésung nicht mehr, wie der foglende Abschnitt 4 zeigen wird.

Als Ergebnis ergibt sich mithin, daf durch die raunliche
Filterung die divergenten und die kleinskaligen Komponenten
kontrolliert werden kdnnen. ‘

“an kann eine akzeptable Spektrumssteigung erzeugen.

Als Nebeneffekt erhdlt man einen Energieverlust, der umso
groBer ist, je weniger selektiv der benutzte Filter ist.
Ferner wird die Entwicklung der Strdmung teilweise in eine
andere Richtung gelenkt. Bei einer Gitterverfeinerung ist
damit zu rechnen, daB die Nebeneffekte kleiner werden.

3ei der hier benutzten Aufl®sung erscheint aber eine Langzeits=
rechnung nicht ratsam.

Die Auswertung der Filterexperimente F'45 bis F'180 mit
variierender Anwzndungshiufigkeit und Filterordnung 10 zeipt,
da durch die hidufigere Filteranwsndung (gegeniiber F10)
qualitativ ke ine Anderung eintritt.

Die §-Felder sind verhdltnismidBig glatter, was auch damit
zusammenhidngt, dafl der Zeitpunkt der letzten Filterung

weniger lange zuriickliegt (ke ine Abbildung).

Durch die hidufigere Glidttung der Felder wird der Energieverlust
und die Tendenz zur Zonalisierung verstdrkt. Dies geschieht

allerdings nur in geringfigigem Umfang (siehe Tabelle 12 und
Abbildung 12).

Als Ergebnis der ARA-Experimentserie darf somit notiert
werden:

Durch die rdumliche Filterung kann der Lirm komtrolliert
werden. Dabei geniligt eine vergleichsweise seltene Filterung
(hier: 2-tdgig). In einem Modell, das weitere Lirmquellen
enthdlt (Orographie, Land-Meer-Verteilung, Feuchte prozesse
usw.) wird e ine hdufigere Gliattung vonndten sein,
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ABBILDUNG 12

Die zeitliche Entwicklung der eddy kinetischen Energie
in den Filterexperimenten F'45 bis F'180 und f10 mit
varijerendem Filtertakt und fester Filterordnung 10,
Die Werte sind mit 6-stiindigem Abstand aufgetragen.
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ABSCHNITT 4

EXPERIMENTE MIT EINEM BAROKLINEN MODELL
0O00000000000000200000000000000000000000
4,1 Das benutzte Zirkulationsmodell

4,2 Der Filteranwe ndungsmodus

4,3 Zirkulationsexperimente
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4.1 DAS BENUTZTE ZIRKULATIONSMODELL

@ e - - - - —— ——— T - T e = am = e e
T N L L L A T e e s e L N e m e e = o o= o -

Das benutzte Modell stammt von Roeckner (1979) und bildet die
grofrdumige Zirkulation auf der Nordhalbkugel nach.

Als Gleichungen werden benutzt: Impuls-, Kontinuitdts-,
thermodynamische Energie- und Gasgleichung sowie die Gleichung
fiir den Wasserdampf. Fir die Vertikale wird die Giltigkeit
der hydrostatischen Approximation angenommen.

Subskalige Prozesse wie der konvektive Wdrme- und Feuchteflufl
sind als Parametrisierung enthalten.

AuBer einer Vertikaldiffusion enthdlt das Modell keine
"physikalische" ldrmdidmpfenden Faktoren, insbesondere keine
tlorizontaldiffusion,

Die riumliche Diskretisierung ist Energie- und Enstrophie=
erhaltend und entspricht dem Schema ARA des Abschnitts 3.3.
Die zeitliche Diskretisierung erfolgt mit dem Leap-Frog-
Ver fahren, wie dies auch schon in den vorangehenden Abschnitten
der Fall war.

Im Nordpolbereich wird ein Pol-Chopping durchgefihrt.
Zur Ddnpfung der computational modes wird ein Zeitfilter
mit einem Koeffizienten r = 0.005 mitgefihrt.

Im vorliegenden Fall wird mit einer Horizontalaufldsung von

2.8° zonal und meridional und mit 3 vertikalen o-Schichten
gearbeitet.

Der Zeitschritt betrdgt 4 min.

4.2 DER FILTERANWENDUNGSMODUS

gzémmﬁinbau einei riumlichen Filters in ein Zirkulationsmodell
an zu entscheiden, welche Variablen wi dufi i
werden sollen. ’ n wie hdufig gefiltert

dei der Auswahl der zu filternden Variabl i i et i
: ] en ist bei einem
d-Flédchen arbeitenden Modell darauf zu achten, daB einige mr

prognostische Variable der teilweise kleinskali i
) Var : Orographie
tolgen, d.h. einige Variable besitzen physik iseh
kleinskalige Komponenten, Ben hadl oSl Gicvante

Im vorli - . .
den Bodendruck. orliegenden Fall gilt dies fiir
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Um diese relevanten kleinskaligen Komponenten nicht
herauszufiltern, wird der Bodendruck selbst nicht
bearbeitet., Stattdessen wird er zundchst auf NN
reduziert, dann gefiltert und schlieflich wieder
lber die hydrostatische Approximation reproduziert,

In einem Experiment (Kennung: GCM-F) werden alle
Variablen gefiltert, in einem zweiten (GCM-F') nur
die horizontalen Impulskomponenten,

Bei der Festlegung der Hiufigkeit der Filteranwendung
(Filtertakt) ist es am naheliegendsten entweder nach
jedem Zeitschritt die neu berechneten Felder zu
filtern (Hunt, 1973, 1974; Francis, 1975) oder aber
nach einer festen Anzahl von Zeitschritten jeweils
einmal beide Zeitniveaus des Leap Frog-Schemas zu
bearbeiten (Wallington, 1962; Roeckner/Storch, 1977,
3stindige Filterung).

Die im Folgenden beschriebene Methode entstand aus

dem Wunsch heraus, so selten wie méglich zu filtern,
sowohl um Rechenzeit zu snaren als auch um nicht
hiaufiger als erforderlich in das Geschehen einzugreifen.
Dazu wurde ein Breitenkreis siidlich des Pol Chopping-
Bereichs ausgew#dhlt, lidngs dem nach jedem Zeitschritt
die kinetische Energie der 5 héchsten aufgeldsten
Wellenzahlen vermdge einer Fourieranalyse berechnet
werden. Diese Werte werden iliber die drei vertikalen
Schichten und iiber 7 Zeitschritte gemittelt, Dabei
sind die Zahlen 5 und 7 willkiirlich gewidhlt,
UObersteigt dieser Wert eine vorgegebenes Grenze, so
wird einmal gefiltert. Es hat sich herausgestellt,

daf die Auswahl dieses Grenzwertes ziemlich willkirs=
lich mdglich ist, sodal man ihn am Anfangswert )
orientieren kann, Da dieser Algorithmus nur unnormierte
Zahlen verwendet, wire die Angabe des Grenzwertes an
dieser Stelle nicht sinnvoll,

4,3 ZIRKULATIONSEXPERIMENTE

Die drei folgenden Rechnungen wurden iber einen
Simulationszeitraum von 5 Tagen mit dem dynamisch
balancierten Termin vom 2.1.1974, 00.00 GMT.durch=
gefiihrt. Das 5090 mb-Anfangsfeld ist in Abbildung 13

dargestellt., ] )
Eine lingere Simulationszeit war aus Rechenzeitgriinden

nicht msglich und zudem wenig sinnvoll, da a}s wightige
physikalische Quelle die Strahlung bislang nicht im
Modell enthalten ist.
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4-301 ______________________________
thnlich dem Vorgehen im vorangehenden Abschnitt 3
wurde zunichst ein Experiment ohne rdumliche
Filterung, allerdings mit einem schwachen Zeitfilter
(r = 0.005) durchgefithrt (Kennung: GCM-V).

Die Rechnung blieb iiber den ganzen Zeitraum stabil,
wenngleich nach etwa 62 Stunden eine lokale Unruhe
zu beobachten war, die aber folgenlos blieb (in
Abbildung 14 ist die eddy kinetische Energie als
Funktion der Zeit aufgetragen, Man erkennt deutlich
in GCM-V einen kleinen Sprung nach 62 h.)

In Tabelle 12 ist die zeitliche Entwicklung der
hemisphdrischen Parameter tdglich aufgetragen.

Die Gesamtenergie wichst ebenso wie die Enstrophie
wihrend der ganzen 5 Tage an, wdhrend die zonale
kinetische Energie wum 23 % abnimmt. Die eddy
kinetische Energic nimmt zundchst um 28% zu, um
dann wieder zurilickzugehen.

Das Verhidltnis von eddy kinctischer und zonaler
kinetischer Cnergie ninmt -anders als bei den
Experimenten des vorangehenden Abschnittes- lauiend
zu, so dall der Wert nach 5 Tagen um 57 % h3her ist
als der Anfangswert.

Die mittlere quadratische DNivergenz erhdht sich
innerhalb des ersten Simulationstages um das
S-fache und steigt an den folgenden Tagen weiter
an. Ner Endwert ist um das 18-fache zréfBer als der
Anfangswert.

TABELLE 13

Die zeitliche Entwicklung der hemisphdrischen Parametecr
1m Lxperiment GCM-V

Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6 erlidutert.

ii;;nln E En KE KZ KE:KZ D
0 21495.55 | 9.80,0-10 | 7.77 | 7.82 | 0.99 | 1.2010-11
1 21532.26 | 1.05,0-09 | 8.53 | 7.23 | 1.18 | 6.2710-11
2 21584.70 | 1.30,0-09 | 9.52 | 7.14 | 1.33 | 7.3510-11
3 21637.32 | 1.5116-09 | 9.95 | 6,71 | 1.48 | 1.76:0-10
4 21678.66 | 1.5610-09 | 9.44 | 6.29 | 1.50 | 2.2310-10
5 21712.77 | 1.56,0-09 | 9,12 | 5.98 | 1.53 | 2.1710-10
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ABB1LDUNG 13

Die 500 mb-Fldche des Anfangsfeldes de
) r
GCM-Rechnungen, 2.1.1974, 00,09 GMT

ABBILDUNG 14

Die zeitliche Entwicklung der eddy kinetischen Energie
mit 2-stiindigem Abstand aufgetragen fiir die GCM-Experimente

v, F und F'.

0 1 2 3 4 5 [Tage]
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Abbildung 15 (die 500 mb-Fldche nach 5 Tagen) zeigt, dal in
nennenswertem Mafle kleinskalige Energie entstanden ist, die

der groBriumigen Struktur iliberlagert ist, ohne die Simulation
bislang wesentlich zu beeinfluBen. Es ist aber anzunehmen, dal
bei fortdauernder Rechnung die kleinskaligen Komponenten weiter

anwachsen und schliefilich auch die Entwicklung der grollrdumigen
Strukturen bee influflen werden.

Den gleichen Eindruck vermittelt Abbildung 16, in der die
zonale Variabilitdt als Funktion der Breite der prognostischen
GroRe Bodendruck und der diagnostisch mitgefihrten verallge=
meinerten Vertikalgeschwindigkeit Omega dargestellt ist.

Dabei ist unter '"zonaler Variabilitdt'" im Wesentlichen die
Zahl "Quadratsumme der Abweichungen vom zonalen Mittelwert'" zu
verstehen.

Die Variabilitdt des Bodendrucks ist nach 5 Tagen nur wenig
unruhiger und grdikenordnungsmdlig dhnlich dem Zustand zu Beginn
der Rechnung.

Die Variabilitidt von Omnega dagegen ist gegeniiber dem Anfangs=

zustand wesentlich gewachsen und zeigt als Funktion der Breite
grolere Variationen.

ABBILDUNG 15

Das 500 mb=Feld nach 5 Simulationstagen (Vorhersage fiir den
7.1.1974, 00.00 GMT).
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ABBILDUNG 16

Die zonale Variabilitit der prognostischen Grife Bodendruck
und der diagnostischen Grdde Omega als Funktion der Breite
fir das Anfangsfeld und den Zustand nach 5 Tagen des

Vergleichsexperiments GCM-V und das Filterexperiment GCM-F,

15+

Bodendruck

90° V AS° 0°
Breite

V.5d

0d

. )
90° 4L5° 0°
Breite

Mithilfe eines Energieprogramms (Hinrichsen, 1977),
das auf zonalen Fourieranalysen basiert, 1ist eilne
spektrale Analyse der kinetischen und der verfugbaren
potentiellen Energie sowie der Enstrophie durchgefiihrt
worden fiir den Anfangszustand und fiir den 1., 4. und
5. Simulationstag. In Abbildung 17 sind aus Ubersicht=
lichkeitsgriinden nur die Spektren des Anfangsfeldes
und des 5. Tages eingetragen.
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Der Anfangszustand ist im Zuge der Initialisierung zu stark '
gegliattet worden und die Spektren sind dementsprechnd zu steil.
Nach einem Tag weisen die Spektren der kinetischen und der
verfiigbaren potentiellen Energie in etwa eine Stgiggng von =3
auf, wihrend das Enstrophie-Spektrum noch zu steil 1ist. .
Nur in den kurzwelligsten Komponenten hat sich das Enstrophie=
spektrum um 1/2 bis 1 GréBencrdnung von den Werten des Anfangss=
zustandes entfernt.

Nach vier Tagen ist die Steigung des KE-Spektrums deutlich
groBer als -3, die des AE-Spektrums etwas groler. Die Steigung
des Spektrums der Enstrophie fdllt etwas groler aus als der
theoretische Wert von -1,

Dieser Prozefl setzt sich zum 5. Tag hin fort,

In den drei Spektren sind nach 5 Tagen zumindest die Komponenten
mit Wellenlingen zwischen 2A% und 4a zu stark vertreten.

Die Tatsache, dal die Steigungen der beiden Energiespektren
groBer als =3 und die des Enstrophiespektrums grdfer als -1 ist,
kann zwar nicht als Beweis, wohl aber als deutlicher Hinweis
gewertet werden, dal die Spektren unrealistisch sind, da sowohl
theoretische Uberlegungen (Charney, 1971) als auch Analysen
meteorologischer Felder (Desbois, 1975; Tenenbaum, 1975; Chen/
Wiin Nielsen, 1977) darauf hinweisen, dafl die Steigungen im
Mittel -3 (KE), -3 oder -5 (AE) bzw. -1 (Enstrophie) betragen.
Die Zahl -3 fir die verfiighare potentielle Energie wird von

der Theorie geliefert, wdhrend die Zahl -5 von Chen/Wiien=-
Nielsen (1977) als Ergebnis von Messungen publiziert wurde.

ABBILDUNG 17

Spektrale Energetik (auf der Basis zonaler Fourier-Analysen)
vertikal und meridional gemittelt fir die Termine O d und 5 d
im Experiment GCM-V,

Die Darstellung ist doppellogarithmisch; an der Abszisse ist
die zonale Wellenzahl k abgetragen. In die Spektren sind die
Steigungen -3 bzw. -1 entsprechend den Ergebnissen von Chen/

Wiin-Nielsen (1977) bzw. theoretischen Uberlegungen (Charney,
1971) eingetragen.

o o o
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4.3.2 DIE_FILTEREXPERIMENTE SCM-F_UND_GCM--!

Wie schon in Abschnitt 4.2 angekiindigt,wurden

zwel Filterexperimente durchgefiihrt. In GCM-F
werden alle Variablen gefiltert, wobei der Bodens=
druck wie in 4,2 beschrieben einer Sonderbehandlung
ausgesetzt wird, in GCM~-F' nur die horizontalen

Impulskomponenten.
Der benutzte Filter ist der 7.0rdnung aus Tabelle 1,

In beiden Experimenten trat die in GCM-V beobachtete
lokale Unruhe nicht auf.

In Tabelle 14 sind die hemisphdrischen Parameter
aufgelistet, in Abbildung 14 ist die zeitliche
Entwicklung der eddy kinetischen Energie einge=
zeichnet,

An den Zacken in Abbildung 14 kann man deutlich

die Zeitpunkte sehen, zu denen die "Filterautomatik
angesprungen ist'": In GCM-F ist das 16mal geschehen,
dsh, durchschnittlich alle 7.5h, in F' 20mal, also
durchschnittlich alle 6h.

Durch diese sehr seltene ridumliche Filterung wird
der Rechenaufwand nur wenig erhoht, bei GCM-F
betrug der Mehraufwand 4%.

Abbildung 14 zeigt weiter, dal die Verldufe der
eddy kinetischen Energie von F und F' qualitativ
ubereinstimmen.

TABELLE 14

Die zeitliche Entwicklung der hemisphidrischen Parameter
in den Filterexperimenten GCM~F und GCM-F'.
Die Symbole sind in Tabelle 6 erldutert,

GEM-F (Filterung aller Variablen)
_i;;;nin E En K , K, Kpik, D
1 21532.26 | 9.54,0-10 | 8.40 ’ 7.23 | 1.16 5.09,,-11
2 21579.22 | 1.06;,-09 | 9.12 | 7.19 | 1.27 5.,97,,-11
3 21618.21 | 1.04,0-09 ! 9.15 f 6.78 | 1.35 | 4.48,,-1]
4 21648.95 | 9.92,,-10 | 8.56 | 6.44 | 1.33 4,29,,-11
5 21673.60 | 9.35,,-10 | 8.12 ’ 6.25 | 1.30 | 3.82,,-11
GCM-F' (Filterung nur der horizontalen Impulskomponenten)
Zeit in E En KE KZ KE:KZ D
Tagen
1 21533.89 | 9.56,,=10 | .41 | 7.22 | 1,16 | 6.06,,=11
2 21566435 | 1.05,,-09 | 9.12 | 7,15 | 1.28 = 4.,90,,-11
3 21625.10 | 1.11,,-09 « 9.32 | 6.75 | 1.38 | 6.04,,-11
4 21658.91 | 1.08,,-09 | 8.71 | 6.47 | 1.35 . 6.27,0-11
5 21685.54 | 9.42,,-10 | 8,11 | 6.27 129 1 4,6810-11 .




NDiz A\uswertung von Tabhelle 14 ergibt, Jdal das Anwachsen der
Gesamtenergie, der Enstroghie, der eddy tinetischen Energie
und des Verhidltnisses Kp:X; in den Filterexperimenten gebremst
wird. desonders auffdllig ist dabei die Enstrophie, deren End=
wert in GCM-V ua 52% zr5%er als der Anfangswert ist.

In oCM=-F und F' ist der Endwert geringfigig kleiner als der
Anfangswert. Ein deutlichzr Unterschied ist auch in der
mittleren quadratischen Divergenz D zu verzeichnen: In GCM-F
steigt der Wert wie in GCM-V zundchst auf das 4-fache an, nimmt
aber ab dem 2, Tag stetig ab, um nach 5 Tagen das 3~fache des
Anfangswartes erreicht zu haben. In GCM-F' schwankt die
qittlere quadratische Divergenz um einen Wert herum, der

atwa das 4-fache des Anfangswertes betrdgt.

Die Unterschiede zwischen den Experimenten F und F'

in Tabelle 14 ist nur gering, wenn man von der Divergen:z
1bsizht. Bemerkensw2rt ist vielleicht nur, dal innerhalb
der ersten 4 Tage die eddy kinetische Energie in F' grifler
ist als die in F ist und daf sich dies Verhdltnis am 5. Tayg
ungedreht hat.

Die Tatsache, daB dem System im Vergleich zu GCM-V
etwa 1/8 der eddy kinetischen Energie entzogen ist,
kénnte bedeuten, dal sich die Experimente GCM-V und
GCM=-F bzw. F' erheblich voneinander entfernt haben.
Tatsdchlich ist das nicht der Fall, wie die Dar=
stellung des 570 mb-Feldes zeigt (siehe Abbildung

18, in der nur das Feld von F gezeichnet ist; das

von F' unterscheidet sich kaum): Die meteorologisch
relevanten Skalen sind von dem Energieverlust

nicht betroffen. Die Felder von V und F stimmen

im Wesentlichen iiberein, allerdings ist der mit

"Tr" bezeichnete Trog und das Hoch "4" in GCM~F
deutlicher ausgeprigt als in GCM-V, Die Tiefs "T,"
und "T," scheinen ebenfalls in F stédrker ausgebildet,
dies k&nn aber ein durch die Interpolation verursachs=
ter kinstlicher Eindruck sein,

In Abbildung 19 sind die Spektren fiir den 5.ten

Tag fir GCM-V und F

gezeichnet. Im Gegensatz zum zu flachen Verlauf

in V betrigt die Steigung im F-Experiment bis hin

zur zonalen Wellenzahl k =49 bzim KE- und AE-Spektrum
in guter Niherung -3, beim Enstrophiespektrum -1,

Fiir hdhere Wellenzahlen sind die drei Spektren
wesentlich steiler. Die Spektren von F' werden nicht
gezeigt: das KE- und das Enstrophiespektrum stimmen
mit dem von F Uberein, das AE-Spektrum ist erwartungs=
gemdld flacher als =3,
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Als Ergebnis ergibt sich mithin:

Durch den vorgestellten Filteranwendungsalgorithmus
gelingt es mit sehr wenigen Filteranwendungen

die Simulation Uber einen Zeitraum von 5 Tagen
larmfrei zu halten, ohne da dadurch die meteorolo=
gischen Strukturen ahgeschwdcht wiirden. Filir Skalen
bis hinab zu 3a) ergeben sich in guter Ndherungen
flir die Energie- und Enstrophiespektren Steigungen
wie sie von der Theorie Jeostronhischer Turbulenz
vorhergesagt werden.

Filtert man nur die Impulskomponenten, so muf
hiufiger geglittet werden und im Massenfeld
akkumuliert langsam kleinskalige Energie, sodall die
Filterung aller Variablen angezeigt scheint.

ABBILDUNG 18
Das 500 mb-Feld nach 5 Simulationstagen des

Experiments GCM=-F, (Vorhersage fiir den 7.1.74, 00,00 GMT;
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ABBILDUNG 19

Spektrale Energetik (auf der Basis zonaler Fourier-
Analysen) vertikal und hemisphdrisch gemittelt fiir
die Experiment GCM-V und F nach 5 Tagen,

An der Abszisse sind die zcnalen Wellenzahlen k

abgetragen.
I
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19) liegt als das

zu fragen, ob die durch die
F ndher an dem tatsdchlich

rdumliche Filterung bewirkten Veridnderungen

eine verbesserte Vorhersage erméglichen, ob das
GCM

500 mb=-Feld von
entstandenen Feld (siehe Abb,

Es ist naheliegend
von GCM-V,

als
aber dies

Felder

von F und V nidher beicinanderliegen als jedes der

beiden relativ zum eingetretenen Zustand,

In einzelnen Details mag es so aussehen,

wiirde F bessere Resultate liefern als V

Tatsdchlich ist es so, daB die 570 mb
mag reiner Zufall sein,

ABBILDUNG 19

Das (analysierte) 590 mb

1974,

1,

Feld vom 7.

.02 GMT

00
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